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ВСТУП 

Актуальність теми. Характерною особливістю розвитку сучасної космічної, 

авіаційної, енергетичної, нафтогазової, хімічної, електронної та інших галузей 

промисловості є створення та застосування для їх потреб нових конструкційних 

матеріалів на заміну традиційним. Серед найперспективніших виділяються ком-

позити, до яких відносяться, так звані, шаруваті. В основі розрахунків на міцність 

і надійність шаруватих конструкцій при дії на них інтенсивних експлуатаційних 

температурних і силових факторів лежать знання про їх термопружний стан. 

Підтримка роботоздатності обладнання у теплоенергетиці є доволі актуаль-

ною проблемою у всьому світі. Воно постійно знаходяться під дією теплових, 

електричних, механічних, фізико-хімічних чинників. Через перевищення допусти-

мого рівня термопружного стану конструкції виходять з ладу і часто не піддають-

ся відновленню, а їх заміна на нові передбачає подекуди значні фінансові витрати. 

Їх міцність і надійність при дії інтенсивних експлуатаційних температурних і си-

лових факторів залежить від рівня термопружного стану цих конструкцій. Для 

адекватного його визначення за експлуатації в умовах низьких чи високих темпе-

ратур слід виходити з моделі термочутливого тіла, в якій враховується залежність 

теплових та механічних характеристик, а також параметрів теплообміну (коефіці-

єнтів теплообміну, ступенів чорноти поверхонь) від температури. 

З огляду на сказане, достовірне визначення компонент термопружного стану 

багатошарових елементів конструкцій, які працюють в умовах низьких чи висо-

ких температур, спричинених внутрішніми тепловиділеннями та складним тепло-

обміном з довкіллям за одночасного силового навантаження є актуальною і важ-

ливою проблемою. Вона тісно пов’язана з побудовою адекватних математичних 

моделей та розробкою ефективних методів побудови їх розв’язків. Ці моделі для 

визначення розподілів температури є нелінійними задачами теплопровідності, для 

побудови розв’язків яких класичні методи математичної фізики є малопридатні. 

Відповідні моделі для визначення компонент термопружного стану є крайовими 

задачами для рівнянь в звичайних чи частинних похідних зі змінними коефіці-

єнтами, побудова зручних для числового аналізу аналітичних розв’язків яких є 



7 

 

важливою задачею. Здійснення числового аналізу температурних полів та спричи-

нених ними та прикладними силовими навантаженнями компонент термопружно-

го стану вимагає створення відповідного комплексу комп’ютерних програм. Та-

кий аналіз є основою для прийняття конструктивних рішень на етапі виготовлен-

ня відповідних багатошарових циліндричних конструкцій. З іншого боку, наяв-

ність такого програмного комплексу дозволяє проводити необхідну кількість чис-

лових експериментів, внаслідок чого різко зменшити кількість високовартісних 

натурних випробовувань. Таким чином, у результаті уточнення математичної мо-

делі визначення компонент термопружного стану багатошарових циліндричних 

конструкцій, які працюють за низьких, чи високих температур, шляхом врахуван-

ня залежностей теплових та механічних характеристик матеріалів складових та 

параметрів теплообміну від температури, реальних умов їх нагрівання чи охолод-

ження та взаємодії з довкіллям за одночасної дії силових факторів, застосування 

розвинутих методик побудови їх аналітичних розв’язків та розробленого комплек-

су комп’ютерних програм для проведення числових експериментів створить мож-

ливість більш точного, у порівнянні з відомими підходами, оцінювання напруже-

но-деформованого стану згаданих конструкцій та їх використання в реальних екс-

плуатаційних умовах. 

 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 

робота виконана у межах держбюджетних науково-дослідних тем кафедри 

прикладної математики Інституту прикладної математики та фундаментальних 

наук Національного університету «Львівська політехніка» МОН України 

«Побудова і дослідження методів розв’язування задач прикладної математики та 

інформатики» (№ держреєстрації 0113U005296) та Інституту прикладних проблем 

механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України «Аналітично-чисельні 

методи в математичних моделях механіки зв’язаних полів стосовно окремих 

технічних і медичних проблем» (№ держреєстрації РК №0111U009687), 

«Дослідження проблем керування тепловими і термопружними полями в 

композитних конструкціях» (№ держреєстрації РК №0115U002935), «Матема-
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тичне моделювання та аналітико-чисельне визначення теплового і напруженого 

станів з урахуванням неоднорідностей їх структури» (№ держреєстрації 

РК № 0110U004821). 

 

Мета і задачі дослідження. Метою дисертаційної роботи є: формулювання 

математичних моделей для визначення усталених розподілів температури та 

компонент спричиненого нею напружено-деформованого стану в шаруватих по 

осьовій та радіальній координатах циліндричних тілах, в яких враховуються 

залежності теплових та механічних характеристик від температури, а також 

тепловиділення у шарах та на межах їх контакту; проведення досліджень, на базі 

запропонованих моделей, розподілів температури та компонент напружено-

деформованого стану для конкретних випадків теплового та силового 

навантажень на основі побудованих розв’язків та створеного програмного 

забезпечення. При цьому на обмежувальних поверхнях можуть мати місце різні 

умови теплообміну (задання температури, теплового потоку, конвективного, про-

меневого чи конвективно-променевого теплообмінів, тепловідведення шляхом 

кипіння чи випаровування рідини) та умови ідеального теплового та механічного 

контакту між сусідніми шарами. 

Для досягнення мети розв’язано такі задачі: 

 здійснено огляд літератури стосовно моделювання та методів визначення теп-

лового та напружено-деформованого станів кусково-однорідних термочутли-

вих та нетермочутливих шаруватих тіл за складного теплообміну з довкіллям; 

 сформульовано математичні моделі для визначення усталених температурних 

полів в шаруватих за осьовою та радіальною координатами термочутливих ци-

ліндричних тілах, які враховують залежність теплових характеристик матеріа-

лів шарів від температури, різноманітні умови взаємодії з навколишнім сере-

довищем та внутрішні тепловиділення, а також аналогічні математичні моделі 

для нетермочутливих циліндричних тіл; 

 сформульовано математичні моделі та визначено компоненти напружено-де-

формованого стану, спричиненого знайденим розподілом температури, шару-
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ватих за осьовою та радіальною координатами термочутливих циліндричних 

тіл, які враховують залежності механічних характеристик матеріалів шарів від 

температури, та аналогічних нетермочутливих циліндричних тіл; 

 створено програмне забезпечення, для проведення числових досліджень роз-

поділів температури та компонент напружено-деформованого стану шару-

ватих за осьовою та радіальною координатами циліндрів. 

Об’єкт дослідження – шаруваті за осьовою чи радіальною координатами ци-

ліндричні тіла, теплові та механічні характеристики яких залежать від 

температури. 

Предмет дослідження – математичні моделі теплопровідності та термопруж-

ності термочутливих та нетермочутливих циліндричних багатошарових за 

осьовою чи радіальною координатами циліндричних тіл. 

 

Методи досліджень. При формулюванні моделей використано теорію тепло-

провідності і термопружності термочутливих тіл. При побудові розв’язків нелі-

нійних задач теплопровідності використано інтегральне перетворення Кірхгофа, 

теорію звичайних диференціальних рівнянь, методи розв’язання нелінійних алгеб-

ричних рівнянь. Задачі термопружності зведені до розв’язання систем інтеграль-

них рівнянь Вольтерра ІІ роду з відповідними інтегральними умовами, при побу-

дові аналітичних розв’язків яких використано формулу трапецій. Апроксимація 

таблично заданих функцій здійснюється за допомогою методу найменших 

квадратів. 

 

Наукова новизна одержаних результатів. 

1. Узагальнено математичні моделі теплопровідності та термопружності багато-

шарових за осьовою та радіальною координатами циліндричних тіл за різних 

класичних умов теплообміну з довкіллям, які на відміну від відомих результатів 

враховують залежності усіх теплових та механічних характеристик матеріалів 

від температури та тепловиділення в шарах і на межах їх контакту, що дало 
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можливість визначити розподіли температур та компонент напружено-дефор-

мованого стану шаруватих елементів конструкцій.  

2. Отримав подальший розвиток та пройшов належну апробацію метод розв’язу-

вання задач термопружності багатошарових циліндричних тіл за використання 

перетворення Кірхгофа та прямого інтегрування, який поширено та практично 

використано для тіл з термочутливих матеріалів за різних умов теплообміну з 

довкіллям, що уможливило знаходження розв’язків відповідних нових неліній-

них математичних моделей у явному вигляді. 

3. Вперше розроблено математичні моделі теплопровідності та термопружності 

багатошарових циліндричних тіл із термочутливих матеріалів, які враховують 

процеси відведення тепла з обмежувальних поверхонь шляхом кипіння чи випа-

ровування рідини, що дозволило у явному вигляді отримати розв’язки нових 

нелінійних задач та показати ефективність такого тепловідведення. 

4. Отримано та проаналізовано залежності розподілів температур та компонент 

напружено-деформованого стану у багатошарових термочутливих циліндрич-

них тілах від вхідних параметрів та термочутливості термомеханічних характе-

ристик матеріалів. 

 

Практичне значення отриманих результатів. Наукові та практичні 

результати дисертаційної роботи використані у відділі фізичних основ руйнуван-

ня та міцності матеріалів в агресивних середовищах Фізико-механічного інститу-

ту ім. Г. В. Карпенка Національної академії наук України при вирішенні науково-

технічних задач оцінювання працездатності та ризику руйнування трубопроводів 

теплоенергетичного призначення та прогнозування можливих експлуатаційних 

пошкоджень у тришаровому металевому матеріалі, який застосовується при виго-

товленні корпусів енергетичних та хімічних реакторів. 

Отримані результати можуть бути використані для аналізу та розрахунку роз-

поділів температур та компонент напружено-деформованого стану багатошарових 

циліндричних елементів конструкцій, які використовуються у багатьох галузях 

промисловості та працюють в умовах високих чи низьких температур, коли істот-
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ними є залежності їх характеристик від температури. Допоміжним засобом при 

цьому можуть слугувати розроблені та зареєстровані програмні продукти 

«StressCalc_axes» та «StressCalc_rad». Отримані аналітичні розв’язки нелінійних 

задач теплопровідності можуть бути використані у якості тестових прикладів при 

розробленні суто числових методів розв’язування таких задач. 

 

Особистий внесок здобувача. Усі наукові результати дисертаційної роботи 

отримані автором самостійно. У друкованих працях, опублікованих у співавтор-

стві, здобувачеві належать математичні моделі теплопровідності та термопруж-

ності багатошарових за осьовою та радіальною координатами термочутливих ци-

ліндрів, на обмежувальних поверхнях яких задано умови теплообміну з довкіллям 

(сталі температури, сталі теплові потоки, конвективний, променевий чи конвек-

тивно-променевий теплообміни, умови тепловідведення шляхом кипіння чи випа-

ровування рідини у будь-яких їх комбінаціях), побудова їх розв’язку, реалізація 

обчислювальних експериментів та аналіз отриманих результатів. 

 

Апробація результатів дисертації. Основні результати дисертаційного до-

слідження доповідались на міжнародних та вітчизняних конференціях, зокрема 

на: VI Міжнародній науковій конференції «Сучасні проблеми математичного 

моделювання, прогнозування та оптимізації» (м. Кам’янець-Подільський, 2014); 

IX Міжнародній науковій конференції «Математичні проблеми механіки неодно-

рідних структур» (м. Львів, 2014); 4-й Міжнародній науково-технічній конферен-

ції «Теорія та практика раціонального проектування, виготовлення та експлуатації 

машинобудівних конструкцій» (м. Львів, 2014); 4
th
 International Scientific 

Conference of Students and Young Scientists «Theoretical and Applied Aspects of 

Cybernetics» (м. Київ, 2014); Міжнародній науково-методичній конференції «Су-

часні науково-методичні проблеми математики у вищій школі» (м. Київ, 2015); 

Науково-технічній конференції «Мікро- та нанонеоднорідні матеріали: моделі та 

експеримент» (INTERPOR’15) (м. Львів, 2015); ІІ Всеукраїнській науково-прак-

тичній конференції молодих учених і студентів «Інформаційні технології в освіті, 
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техніці та промисловості» (м. Івано-Франківськ, 2015); VIII Міжнародній науковій 

конференції ім. ак. І. І. Ляшка «Обчислювальна та прикладна математика» 

(м. Київ, 2015); XII Міжнародній конференції «Фізичні явища в твердих тілах» 

(м. Харків, 2015); Конференції молодих учених «Підстригачівські читання – 2016» 

(Львів, 2016); Міжнародній науково-практичній конференції «Інформаційні 

технології та комп’ютерне моделювання» (м. Івано-Франківськ, 2016). 

У повному обсязі робота доповідалася на науковому семінарі кафедри при-

кладної математики Інституту прикладної математики та фундаментальних наук 

Національного університету «Львівська політехніка», на розширеному науковому 

семінарі відділу термомеханіки Інституту прикладних проблем механіки і мате-

матики ім. Я. С. Підстригача НАН України, на об’єднаному семінарі кафедри тех-

нічної механіки і вищої математики Луцького національного технічного універси-

тету, розширеному науковому семінарі кафедри транспортних технологій Дніпро-

петровського національного університету залізничного транспорту ім. В. Лаза-

ряна. 

 

Публікації. За результатами досліджень опубліковано 18 наукових праць (2 з 

яких одноосібні), у тому числі 7 статей у фахових наукових виданнях України, 

причому 2 з них включено до наукометричної бази Scopus, 9 публікацій в мате-

ріалах та тезах доповідей на міжнародних та вітчизняних конференціях, 2 сві-

доцтва про реєстрацію авторського права на твір. 

 

Структура та обсяг роботи. Дисертація складається зі вступу, п’яти 

розділів, висновків, списку використаних джерел із 198 найменувань на 21 

сторінках та додатку. Робота викладена на 198 сторінках, містить 149 сторінок 

основного тексту, 65 рисунків та 8 таблиць. 
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РОЗДІЛ 1. АНАЛІЗ ПОТРЕБ МОДЕЛЮВАННЯ ТЕМПЕРАТУРНИХ ПОЛІВ 

ТА НАПРУЖЕНЬ ОДНОРІДНИХ ТА КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ ТІЛ НА 

ОСНОВІ МОДЕЛІ ТЕРМОЧУТЛИВОГО ТІЛА 

Багато елементів сучасної техніки є багатошаровими конструкціями цилінд-

ричної форми. Дослідження їх термопружного стану відіграє важливу роль в буді-

вельній індустрії, тепловій та атомній енергетиці, машино- та приладобудуванні, 

космічній та авіаційній техніці, а також при проектуванні та експлуатації елемен-

тів мікроелектроніки [1–3, 15, 17, 18, 27, 71, 99, 106, 109, 110]. Використання бага-

тошарових (композитних) матеріалів в інженерії має ряд переваг. Такі сполуки 

отримують штучно, причому матеріали суттєво відрізняються один від одного 

своїми тепловими і механічними властивостями, а отже матеріал, з якого виго-

товлений елемент конструкції, має цілком передбачувані функціональні власти-

вості або нові покращені термомеханічні характеристики. 

Важливість правильного визначення теплового та напруженого стану елемен-

тів мікроелектроніки (рис.1.1) обумовлюється їх зростаючою функціональною 

складністю, термінами, вартістю проектування і т.д. Під час проектування мікро-

електронних пристроїв (МЕП) варто уникати перегрівання пристрою чи певних 

його компонент [106]. Складність цієї задачі полягає в тому, що МЕП часто є 

багатошаровими структурами (напр., інтегральні схеми (ІС) (рис.1.2) [106], кожен 

елемент яких має різну температуру, за якої відбувається поломка пристрою 

[106]. Багатошарові гібридні ІС є досить складними мікроелектронними струк-

турами. Їх створення забезпечило суттєве зниження габаритів і маси, розширення 

функціональних можливостей і підвищення надійності МЕП. Вони складаються із 

навісних компонентів, якими можуть бути безкорпусні ІС, напівпровідникові 

елементи – транзистори, діоди, конденсатори, а також плівкові пасивні елементи, 

які розміщаються на підшарку. Багатошарова гібридна ІС здатна виконувати 

досить складні функції з обробки сигналів. 
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Експлуатація елементів конструкцій машин та енергетичного обладнання ви-

магає додаткового зносостійкого, теплозахисного, корозієстійкого покриття. За 

постійних механічного навантаження та різких змін температури використовують 

багатошарове покриття (рис.1.3), товщина кожного шару якого залежить від 

функціонального призначення. У якості матеріалів можуть слугувати метали, 

сплави, полімери, оксиди та ін. Для утворення теплозахисних покриттів викорис-

товують матеріали із низькою теплопровідністю: кераміку, оксид алюмінію тощо. 

Для забезпечення надійного закріплення покриття до конструкції, зокрема під час 

використання різного роду оксидів, вдаються до нанесення прошарку з певного 

матеріалу (найчастіше це нікель-алюмінієві чи нікель-титанові сплави). Геомет-

ричною моделлю таких покриттів та МЕП є багатошарові за осьовою координа-

тою циліндри (рис.1.4).  

Рис.1.1. Базова теплова модель 

МЕП 

Мідь 

Ізоляційна 

плівка 

Виводи 

Вивідна 

рамка 

Пластмаса Кристал 

Рис.1.2. Схема конструкції  

корпуса ІС 

Плоскі джерела 

тепла 

Навісні  

джерела тепла Багатошаровий 

матеріал 

б) 

прошарок 
а) 

Рис.1.3. Конструкційні покриття: 

а) з прошарком; б) багатошарове 

Рис.1.4. Багатошаровий за  

осьовою координатою циліндр 
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Із шаруватих композитних матеріалів виготовляють труби (рис.1.5) для об-

ладнання теплової чи атомної енергетики, систем центрального опалення, підло-

гового опалення, гарячого і холодного водопостачання. Внутрішній та зовнішній 

шари труби виготовлені переважно із полімеру, середній шар – із алюмінію, а між 

ними – адгезійні шари, що надійно з’єднують метал з поліетиленом. Такі багато-

шарові труби витісняють з трубопровідного ринку чавунні, мідні, сталеві їх анало-

ги, оскільки є легшими, довговічнішими та дешевшими.  

Композитні труби та корпуси теплових реакторів моделюють за допомогою 

безмежного багатошарового за радіальною координатою порожнистого циліндра 

(рис.1.6). 

Надійність роботи багатошарових елементів конструкцій гарантує дотриман-

ня належного теплового та напружено-деформованого стану. Використання моде-

лей нетермочутливого тіла [111, 112, 115, 117, 119–122, 124, 126, 127, 129, 133, 

134, 137–139, 141, 144–148, 150, 152, 153, 161, 163, 172, 173, 181, 184, 185, 188, 

191, 193–195], тобто таких, що нехтують залежністю від температури теплових чи 

механічних характеристик матеріалів, часто не дають достатньо точних розподілів 

температур чи компонент напружено-деформованого стану багатошарових тіл, 

оскільки при високих чи низьких температурах вони не здатні описати реальні 

властивості матеріалів. Це призводить не тільки до кількісних, але і якісних 

похибок. Дослідження з цього приводу знаходимо у працях Я. Й. Бурака, 

В. М Вігака, Г. Карслоу, Д. Егера, Ю. М. Коляна, О. О. Євтушенка, Р. М. Кушніра, 

Рис.1.6. Багатошаровий за 

радіальною координатою циліндр 

Рис.1.5. П’ятишарова 

композитна труба 
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А. В. Ликова, Я. С. Підстригача, В. С. Поповича, Б. В. Процюка, М. В. Кутніва, 

Л. М. Журавчак, Д. В. Федасюка, Г. Ю. Гарматій, Я. Д. П’янила, N. Noda, T. Suha-

ra, J. Nowinski, T. Koizumi, T. Taniwaki, R. Trostel та ін. [4, 5, 7–12, 14, 25, 26, 34, 

38–41, 46–52, 66–70, 72–82, 88–90, 104–108, 151, 164–168, 192]. 

Належний тепловий та напружено-деформований стани однорідних та бага-

тошарових тіл можна спроектувати, виходячи з моделі термочутливого тіла, у 

якій враховуються залежності теплових та механічних характеристик матеріалів 

шарів від температури. До вирішення проблеми їх визначення долучилися такі до-

слідники, як Я. І. Бурак [4, 5], В. М Вігак [7–12], Б. В. Гера [5, 16, 132], Ю. Д. Зо-

зуляк [5], Б. М. Калиняк [31–33], Г. Карслоу [34, 121], Л. А. Коздоба [35–37], 

Ю. М. Коляно [38–41], Р. М. Кушнір [46–51, 154–159], А. В. Ликов [52], В. А. Ло-

макін [54, 55], І. М. Махоркін [57], І. О. Мотовиловець [59], Ю. М. Неміш [63], 

Я. С. Підстригач [66–70], В. П. Плевако [65], В. С. Попович [56, 72, 73, 82, 174], 

Ю. С. Постольник [83–87], Б. В. Процюк [88, 89], С. П. Тимошенко [189] та інші 

[113, 114, 123, 125, 131, 135, 140, 142, 149, 160, 162, 169–171, 175, 179, 182, 186–

189, 193, 196, 197]. 

Вивчення проблем термопружності термочутливих тіл розпочалося у ХХ ст. 

з праць T. Suhara [187], H. H. Hilton [142], C. C. Chang та W. H. Chu [122]. T. Suha-

ra, зокрема, вважаючи, що від температури залежить лише модуль зсуву, дослід-

жував термопружний стан. У результаті проблему було зведено до розв’язування 

крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь. За таких же припущень 

T. Hata [140] знайшов розв’язки задач термопружності для пластини з тріщинами. 

Одним із ефективних методів визначення термопружного стану кострукцій є 

метод збурень, який у свої дослідженнях використовували А. Найфе [62] T. Koizu-

mi та T. Taniwaki [151], N. Noda [164], J. Nowinski [168], H. Nyuko та Y Takeuti 

[169], R. Trostel [192], T. Hata [140] та інші. Метод привабливий тим, що дозволяє 

отримати точні аналітичні розв’язки задач термопружності. У результаті подання 
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переміщень і напружень через подвійні ряди за малими параметрами задача зво-

диться до розв’язування послідовності крайових задач, причому диференціальні 

рівняння мають сталі коефіцієнти. В. О. Ломакін [54, 55] розвинув цей метод для 

побудови розв’язків задач термопружності ізотропних та анізотропних тіл. 

Ю. С. Постольник разом зі своїми учнями [20, 21, 83–87] у другій половині 

ХХ ст. розробили метод визначення термопружного стану конструкцій різної ба-

зової геометричної форми (кулі, циліндри, плоскі, плоскі, циліндричні та сферич-

ні стінки), який пізніше отримав назву «метод еквівалентних джерел». 

Розроблений Я. С. Підстригачем та Ю. М. Коляном [68–70] та їх учнями 

Р. М. Кушніром [46, 47], В. С. Поповичем [73], О. М. Куликом [45], Л. С. Гульчев-

ським [23, 24], В. І. Громовиком [19] та ін. метод узагальнених функцій дозволяє 

звести задачу термопружності до розв’язування частково вироджених диференці-

альних рівнянь. В. М. Вігак [7], Г. Г. Онанов [64] та ін. присвятили низку праць 

розвитку методу розв’язування частково вироджених диференціальних рівнянь. 

З огляду на важливість врахування неоднорідності та термочутливості мате-

ріалів розглядуваних об’єктів В. М. Вігак та його учні розробили метод прямого 

(безпосереднього) інтегрування рівнянь рівноваги та суцільності при визначенні 

термопружного стану [7–12]. Це дозволило звести задачі пружності та термо-

пружності у вигляді диференціальних рівнянь у частинних похідних до інтеграль-

них та інтегро-диференціальних рівнянь. 

Застосування числових та наближених аналітичних методів [22, 30, 43, 58, 

100–102, 193] при визначені теплового та напружено-деформованого станів шару-

ватих тіл використовують, коли необхідно розв’язувати нелінійні задачі теплопро-

відності для областей складної геометричної форми. 

Цікавим є метод [79] визначення статичного термопружного стану багатоша-

рових термочутливих циліндрів, запропонований В. С. Поповичем та Б. М. Кали-

няком. Він дозволяє отримати аналітичні вирази компонент напружено-деформо-
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ваного стану (радіальних, колових та осьових напружень, радіальних та колових 

деформацій, радіальних та осьових переміщень) у довгих порожнистих багатоша-

рових термочутливих циліндрах. Задача термопружності зводиться до розв’язання 

системи інтегральних рівнянь Вольтерра ІІ роду із відповідними інтегральними 

умовами. При цьому, отримані аналітичні розв’язки є справедливі тільки для тон-

ких шарів, тобто для таких, для яких під час обчислення із заданою точністю інте-

гралів, які містять невідомі величини, виконується формула трапецій. Тому, якщо 

циліндр містить і тонкі і товсті шари, то кожному із товстих шарів ставлять у від-

повідність певну кількість тонких з одного і того самого матеріалу. Перевірку до-

статності розбиття товстих шарів на тонкі забезпечує виконання інтегральної 

умови, що наведена в праці. 

Дослідження термопружного стану шаруватих тіл великою мірою залежить 

від попереднього адекватного визначення їх теплового стану. Багато науковців, 

зокрема, H. Fazeli, A. Abdous, H. Karabi, M. Esmaeili, T. R. Tauchert, M. Jabbari, 

M. A. Elhagary, E. Och, В. С. Попович, Б. М. Калиняк, А. Н. Кулик, О. О. Євтушен-

ко [23, 24, 44, 45, 72, 79, 126, 127, 148, 170, 171, 189] та ін. при розв’язуванні задач 

теплопровідності використовували перетворення Фур’є, Лапласа, Гудмена, Больц-

мана, Кірхгофа та ін., методи послідовних наближень, потенціалів, лінеаризацію, 

методи збурень, що дозволило значно спростити числові обрахунки і в результаті 

отримати аналітичні розв’язки задач теплопровідності та термопружності. 

Досить популярними методами зниження рівня температури у багатошаро-

вих тілах є тепловідведення шляхом кипіння (коли температура на обмежувальній 

поверхні тіл перевищує температуру кипіння рідини) чи випаровування (коли теп-

ловиділення не є настільки великими, щоб забезпечити кипіння рідини на обме-

жувальній поверхні, або товщина плівки є настільки малою, що тепло передається 

через плівку рідини та відводиться з її поверхні в результаті випаровування) ріди-

ни [13, 42, 61, 116, 118, 136, 143, 177, 178, 183]. Такі методи широко є поширені в 
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мікроелектроніці. Недотримання належного температурного стану в пристроях 

створює загрозу їх виходу з ладу. Низку праць присвятили цій темі Д. В. Федасюк 

та Т. О. Муха [60, 104, 105, 107, 108], які удосконалили метод аналізу температур-

них полів у мікроелектронних пристроях при застосуванні вищеописаних методів 

тепловідведення для інтенсифікації охолодження за критичних умов. 

Простим та ефективним у застосуванні (по суті інженерним) є метод визна-

чення теплового стану шаруватих циліндричних за осьовою та радіальною коор-

динатами тіл [50, 79]. Він полягає у наступному. Сформульована задача зводиться 

до безрозмірного вигляду, після чого до неї застосовується інтегральне перетво-

рення Кірхгофа. Специфічно подані розв’язки рівнянь на змінні Кірхгофа містять 

2n  невідомих сталих, які визначаються наступним чином. Сталі інтегрування од-

ного із шарів вважаються відомими (їх називають базовими), а решту сталих, ви-

користовуючи крайові умови та умови теплообміну між шарами тіла, виражають 

через базові. В результаті задача визначення розподілів температури зводиться до 

розв’язування одного алгебричного рівняння. Ця методика є досить зручною, 

оскільки використовує класичний математичний апарат та не потребує великих 

затрат часу для проведення числових досліджень. 

Широке застосування сучасними інженерами у тепловій енергетиці, мікро-

електроніці, машино- та приладобудуванні у якості елементів конструкцій шару-

ватих матеріалів, у тому числі циліндричної форми, робить актуальним задачу ви-

значення їх теплового та термопружного станів. Із проведеного аналізу літератур-

них джерел випливає, що дослідження розподілів температур та компонент напру-

жено-деформованого стану багатошарових термочутливих циліндрів за задання 

різних умов теплообміну (сталі температури, теплові потоки, конвективний, про-

меневий чи конвективно-променевий теплообміни, тепловідведення кипінням чи 

випаровуванням рідини) на їх обмежувальних поверхнях за наявності внутрішніх 

джерел тепла в шарах та тепловиділень на межах контакту сусідніх шарів, виходя-
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чи з моделі термочутливого тіла, потребує детальнішого вивчення. Важливими є 

дослідження їх термопружного стану за конкретних випадків термосилового на-

вантаження на основі сформульованих математичних моделей та побудованих їх 

розв’язків шляхом реалізації числових експериментів з допомогою створеного з 

цією метою програмного забезпечення. На вирішення цих завдань і спрямоване 

дисертаційне дослідження. 
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РОЗДІЛ 2. МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОВОГО ТА 

ТЕРМОПРУЖНОГО СТАНУ ШАРУВАТИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛ 

В цьому розділі сформульовано математичні моделі одновимірних усталених 

температурних полів шаруватих по осі чи радіусу термочутливих циліндричних 

тіл за різних умов їх взаємодії через обмежувальні поверхні з довкіллям (на них 

можуть задаватися температури, теплові потоки, умови конвективного, промене-

вого чи конвективно-променевого теплообміну, тепловідведення шляхом кипіння 

рідини чи її випаровування з поверхні), наявності внутрішніх джерел тепла в ша-

рах та тепловиділень на межі контакту сусідніх шарів та наводиться методика їх 

розв’язування. Викладено методики визначення розподілів компонент напружено-

деформованого стану таких циліндрів спричинених температурними полями та 

прикладеними силовими навантаженнями. 

2.1 Математичне моделювання температурних полів шаруватих по осьовій 

координаті циліндричних тіл 

Розглянемо n -шаровий за осьовою координатою циліндр (рис.2.1.), на кож-

ній із зовнішніх плоских обмежувальних поверхонь 1z z  та 1nz z   якого задані 

сталі температури, теплові потоки, умови конвективно-

го, променевого чи конвективно-променевого теплооб-

міну із зовнішніми середовищами сталих температур, 

умови тепловідведення шляхом кипіння рідини чи її ви-

паровування з поверхні. У площинах контакту цилінд-

рів, коефіцієнти теплопровідності яких є різні, наявні 

рівномірно розподілені джерела тепла, що створюють 

сталі потоки    1
q 1, 1

i
i n


  . У кожній зі складових 

містяться рівномірно розподілені в нормальних до осі 

циліндра z  площинах джерела тепла. Обмежувальні циліндричні поверхні тепло-

ізольовані, через що потік тепла в радіальному напрямі відсутній. 

 

 

 

 

 

 

 

n 

2 

1 

Рис.2.1. Циліндр n-

шаровий за осьовою 

координатою 
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2.1.1. Термочутливі циліндричні тіла 

Формулювання математичної моделі. Нехай коефіцієнти теплопровідності 

матеріалів складових циліндра залежать від температури. Стаціонарне темпера-

турне поле термочутливого багатошарового по осі циліндра описує система рів-

нянь теплопровідності  

     ( ) , 1, ,
ii i

t i

dtd t W z i n
dz dz

 
    
 

 (2.1) 

з умовами контакту сусідніх складових 

1 1
1 , 1, 1,

i i
i iz z z z

t t i n
 

 
    (2.2) 

     

1 1

1( ) ( 1) 1
1 q , 1, 1,

i i

ii ii i
t i t i

z z z z

dt dt
t t i n

dz dz
 

 


 

       (2.3) 

де it  – абсолютна температура, а  ( )i
t it  – залежний від температури коефіцієнт 

теплопровідності i -ї складової циліндра,    i
W z  – густина джерел тепла i -ї 

складової, а    1
q 1, 1

i
i n


   – потоки тепла, які спричинені тепловиділеннями на 

межах контакту сусідніх шарів. Для повного формулювання математичної моделі 

для визначення температури багатоскладового циліндра до (2.1)-(2.3) слід долучи-

ти умови на обмежувальних поверхнях, можливі варіанти яких розглянемо пізні-

ше. 

Для зручності подальших викладок введемо безрозмірні температури 

kti iT t  та координату 0lz z , де kt  та 0l  – вибрані нами відлікова температу-

ра та характерний розмір. Коефіцієнти теплопровідності складових подамо у ви-

гляді          0 *

i ii
t i t it T    , де величини  

0

i

t  мають розмірність коефіцієнта 

теплопровідності (опорні значення), а    *

i

iT  – безрозмірні функції, які опи-

сують залежність коефіцієнтів теплопровідності від безрозмірних температур iT . 

У довідниковій літературі залежності характеристик матеріалів від температури, 

переважно, подають у табличному вигляді. Для використання у теоретичних 

дослідженнях, у більшості випадків, їх апроксимують певними аналітичними 
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виразами (лінійними, квадратичними і т.д.), використовуючи при цьому для 

відшукання невідомих параметрів апроксимації метод найменших квадратів. 

Нехай коефіцієнти теплопровідності матеріалів задані у діапазоні температур 

p kt , t  
. Тоді, найбільш поширену лінійну апроксимацію їх температурної залеж-

ності можна подати у вигляді  

        0 p1 k T ,
ii

t i t i it T      (2.4) 

де  
0

i

t  – значення коефіцієнтів теплопровідності матеріалів складових при міні-

мальній температурі pT  з діапазону їх задання. 

Густини джерел тепла 
 iW  подамо у вигляді        0 *w

i ii
W w z , де  

0w
i  – 

розмірні величини, а    *

i
w z  – безрозмірні функції, що описують просторовий 

розподіл тепла. 

У результаті обезрозмірення рівняння (2.1) разом з умовами контакту (2.2) і 

(2.3) набудуть вигляду 

       ( )
* *Po , 1, ,

iii i
i

dTd T w z i n
dz dz

 
    
 

 (2.5) 

1 1
1 , 1, 1,

i i
i iz z z z

T T i n
 

 
    (2.6) 

     

11

( )
1( ) ( 1)0 1

* * 1( 1)
0

Ki , 1, 1,

ii

i
ii it i i

i ii
z zt z z

dT dT
T T i n

dz dz


 





     


 (2.7) 

де 
 

 

 

2
0 0

k 0

w l
Po

t

i
i

i

t




 – опорні критерії Померанцева,  
 

 

1
1 0

1

k 0

q l
Ki

t

i
i

i

t








 – опорні крите-

рії Кірпічова. 

Побудова розв’язків задачі (2.5)-(2.7). Через залежності коефіцієнтів тепло-

провідності від шуканих температур задача (2.5)-(2.7) є нелінійною. Для побудови 

її розв’язку на першому етапі скористаємось перетворенням Кірхгофа 

   
p

*T
, 1, ,

iT i

i i iT dT i n      (2.8) 

в результаті чого рівняння (2.5) та умови (2.7) трансформуються у лінійні  
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     
2

*2
Po , 1, ,

iiid
w z i n

dz


    (2.9) 

 

11

( )
10 1

( 1)
0

Ki , 1, 1.

ii

i
it i i

i
z zt z z

d d
i n

dz dz







  
   


 (2.10) 

У той же час з лінійних умов (2.6) отримуємо такі нелінійні умови: 

   
1 1

1 1 , 1, 1,
i i

i i i iz z z z
T T i n

 
  

      (2.11) 

де  i iT   – вирази температури через змінні Кірхгофа. Їх вигляд для конкретних 

залежностей    *

i

iT  отримуємо з рівняння (2.8). Так, якщо залежності коефіцієн-

тів теплопровідності мають вигляд (2.4), то 
     * p1 k T
i

i i iT T     і 

 
2

p p

k
T T , 1, .

2
i

i i iT T i n       (2.12) 

Розв’язавши рівняння (2.12) відносно iT , отримаємо вирази температури [50] 

через змінні Кірхгофа  

  p

1 2k 1
T , 1, .

k
i i

i i
i

T i n
  

     (2.13) 

Зауважимо, що з двох можливих знаків перед коренем квадратним у формулі 

(2.13) вибрали той, який відповідає фізичній суті задачі (при k 0i   (нетермочут-

ливі складові) pTi iT   ). 

Скориставшись результатом роботи [50], перетворимо дещо умови рівності 

температур на межі контакту сусідніх складових (2.11). Із виразів змінних 

Кірхгофа для i -ї та  1i  -ї складових маємо 

   

   

1
1

1
1

2

p p

2

1 1 p 1 p
1

2 T T ,
k

2 T T .
k

i
i

i
i

i i iz z z zi

i i iz z z zi

T T

T T







 

   

      

      

 (2.14) 

З умов (2.6) слідує, що праві частини рівностей (2.14) однакові, а, отже, справед-

ливими є рівності 
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   
1 1

1 1 p p
1

1 1T T ,
k ki i

i i i iz z z z
i i

T T
 

   


              

з яких отримуємо такі умови: 

  

  

1

1

1

1 1
1 1 1 p

1
p

k k
1 T

k k

k
1 T , 1, 1.

k

i

i

i

або
i i

i i i i z z
i iz z

або
i

i i z z
i

T

T i n







 
   







   
          
   

 
      
 

 (2.15) 

Зауважимо, що вигляд умов (2.15), які рівносильні умовам (2.11), не є єди-

ним. Так, виходячи з виразів змінних Кірхгофа для i -ї та  1i  -ї складових та ви-

користовуючи умови (2.6), отримуємо умови типу (2.15) у вигляді 

   

 

1 1

1

2
1

1 1 1 p

2
1

p

k k
T

2
k k

T , 1, 1.
2

i i

i

або
i i

i i i iz z z z

або
i i

i i z z

T

T i n

 




   






       
 


     
 

 (2.16) 

 

Побудова розв’язку задачі на змінні Кірхгофа. Інтегруючи двічі рівняння 

(2.9), знаходимо, що  

     1C Po ,
i ii

i

d
w z

dz


   

       1 2C C Po , 1, ,
i i

i i i iz z W z i n       (2.17) 

де 
       * ,

i

z
ii

z

w z w d    
        ,

i

z
i i

z

W z w d     C 1, , 1, 2ij i n j   – сталі інте-

грування. 

Сталі інтегрування визначатимемо за методикою роботи. Вважаємо сталі 

інтегрування, наприклад, для першої складової (назвемо їх базовими) відомими 

величинами. Покажемо, що, використовуючи умови контакту сусідніх складових 

(2.10) та (2.15) або (2.16), всі решта сталі інтегрування  C 2, , 1, 2ij i n j   можна 

виразити через вибрані базові. Дійсно, з умов (2.10) знаходимо, що  

для 1i  :  
              1 1 21 1 2

21 0 11 0 2 02

0

1C C Po Ki ,t t t

t

w z     

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для 2i  :  
          1 1 1 1

31 0 11 0 23

0

1C C Pot t

t

w z    


 

                2 2 32 2 2 3
0 3 0 0Po Ki Ki .t t tw z      

Остаточно: 

 
              

1
1 1 1

1 0 11 0 1 0
10

1C C Po Ki , 2, .
i

j jj j j
i t t j ti

jt

w z i n


 




 
          

  

Задовольняючи умови (2.15) (підкреслений варіант), враховуючи при цьому, 

що   2Ci i iz  , отримуємо рекурентне співвідношення 

     1 1
1,2 1 1 p

k k
C 1 T , 1, 1.

k k
i i

i i i i i i
i i

z T z i n 
  

 
        

 
 (2.18) 

З (2.18) бачимо, що стала інтегрування 

     2 2
22 1 2 1 1 2 p

1 1

k k
C 1 T ,

k k
z T z

 
      

 
 

де          1 1
1 2 11 2 1 12 2C C Poz z z W z      виражається через базові сталі. 

Оскільки сталі 21C  та 22C  виражаються через базові 11C  і 12C , то і стала  

     3 3
32 2 3 2 2 3 p

2 2

k k
C 1 T ,

k k
z T z

 
      

 
 

lе          2 2
2 3 21 3 2 22 3C C Poz z z W z     , також виражається через них. Так, 

продовжуючи, можна виписати решту сталих 42 n2C , ,C  через сталі 11C  і 12C . 

Якщо  2C 2,i i n  визначити з умов (2.16) (підкреслений варіант), то змінні 

Кірхгофа матимуть вигляд (2.17), де 

     
21

1,2 1 1 p

k k
C T , 1, 1.

2
i i

i i i i i iz T z i n
  


        (2.19) 

Нескладними перетвореннями можна показати, що вирази (2.18) і (2.19) є тотож-

ними. 
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У знайдених виразах змінних Кірхгофа (2.18) невідомими залишаються дві 

базові сталі інтегрування, для визначення яких слід використати умови теплообмі-

ну на обмежувальних поверхнях. Розглянемо можливі їх варіанти. 

1. Нехай обмежувальна поверхня 1z z  підтримується при сталій температу-

рі, тобто 
1

1 c1t
z z

t


 . У безрозмірних величинах ця умова має вигляд  

1
1 c1T

z z
T


 , 

а записана через змінну Кірхгофа  

1
1 c1θ

z z
  , 

Де c1 c1 0T t t ,  
21

c1 c1 p c1 p

k
θ T T T T

2
    . Задовольняючи дану умову знахо-

димо, що 12 c1C θ . 

На другій обмежувальній поверхні можуть бути задані: 

а) стала температура cnt . У безрозмірних величинах ця умова має вигляд  

1
cnT

n
n z z

T

 , 

а через змінну Кірхгофа для n -ї складової вона запишеться  

1
cnθ

n
n z z 
  , (2.20) 

де cn cn 0T t t ,  
2

cn cn p cn p

k
θ T T T T

2
n    . 

З умови (2.20) отримуємо рівняння 

           
12 c1

1 n1 11 n2 11 12 1 cnC θ
C C C C ,C Po θ

n n
n n nz z W z 

     

для визначення сталої 11C . 

 

б) сталий тепловий потік 
 1q
n

, а саме    

1

1
q

n

n nn
t

z z

dt

dz






  . 

У безрозмірних величинах ця умова набуває вигляду  

   

1

1
* Ki

n

n nn

z z

dT

dz






  , 
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а через змінну Кірхгофа для n-ї складової вона запишеться так: 

 

1

1
Ki

n

nn

z z

d

dz







 . (2.21) 

У цьому випадку з умови (2.21) знаходимо, що 

 
               

1
1 1 1

11 0 1 0 01
1 10

1C Po Ki Ki ,
n n

j j nj j j n
t j t t

j jt

w z


  


 

 
      
   

   

а отже отримуємо точний аналітичний розв’язок задачі. 

в) конвективно-променевий теплообмін із середовищем сталої температури cnt , а 

саме 

             
1

4 4
cn cnt t 0,

n

n n n nn
t n n n

z z

dt
t t t

dz


 
         
 

 

де      , ,
n n n

    – коефіцієнт теплообміну, стала Стефана-Больцмана та ступінь 

чорноти поверхні 1nz z   відповідно. У безрозмірних величинах умова конвек-

тивно-променевого теплообміну набуває вигляду 

           
1

4 4
* cn cnBi T Sk T 0,

n

n n nn
n n n

z z

dT
T T T

dz


 
      
 

 (2.22) 

де  
 

 
0

0

l
Bi

n
n

n

t





 — критерії Біо,  

   

 

3
0 k

0

l t
Sk

n n
n

n

t

 



 — критерії Старка. 

Через змінну Кірхгофа для n-ї складової умова (2.22) запишеться так: 

    
1

1

kpq 0,

n

nn
n n

z z

d
T

dz






 
   

 
 (2.23) 

де 
              1 4 4
kp cn cnq Bi T Sk T
n n n

n n n n n nT T T


       . 

З умови (2.23) отримуємо рівняння  

        
           

1
12 c1

1 1

0 11 0 kp
C

1
1 1

0 1 0
1 1

C q

Po Ki 0

n

n n

t t n n z z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 (2.24) 



29 

 

для визначення сталої інтегрування 11C . Зауважимо, що, поклавши в рівнянні 

(2.24) 
 Sk 0
n
 , отримаємо рівняння для визначення сталої 11C  у випадку суто 

конвективного, а при 
 Bi 0
n
  – суто променевого теплообміну на 

обмежувальній поверхні 1nz z  . 

 

г) умова кипіння рідини [42, 60, 118], що забезпечує відведення тепла через 

поверхню 1nz z  . Вона можлива лише тоді, коли температура на цій обмежу-

вальній поверхні циліндра перевищує температуру кипіння рідини, тобто коли 

 boilt 5 Knt   . В такому разі процес теплообміну описується таким рівнянням 

       

 
  

1

cn

3
1 2

p,l boil1 ν
l fg n

s,f fg l

t

C tg ρ ρ
μ h 0,

σ C h Pr

n

n nn
t n n

n

n

z z

dt
t t

dz

t




    


            

 

де lμ  – в’язкість рідини  кг с м ; fgh  – питома теплота випаровування рідини 

 Дж кг ; g  – прискорення вільного падіння 2м с 
 

; 1 νρ ,ρ  – густина речовини, 

яка кипить у рідкому і газоподібному станах 3кг м 
 

 відповідно; σ  – поверхне-

вий натяг рідини  Н м , p,lC  – питома теплоємність рідини при сталому тиску, 

s,fC , n  – константи, які знаходять експериментально для кожної пари поверхня-

рідина; lPr  – число Прандтля для рідини,  
boilt
n  – температура кипіння рідини. 

У безрозмірному вигляді умова кипіння набуде вигляду 

            
1

3

* cn boil boilBi T M T 0,

n

n n nnn
n n n

z z

dT
T T T

dz


 
      
 

 (2.25) 

де 
 

 

 
32 1 2

0 k l fg p,l1 ν
boil

s,f fg l0

l t μ h Cg ρ ρ
M

σ C h Pr

n

n

t

   
   

    
.  

У змінних Кірхгофа умова (2.25) запишеться так: 
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    
1

1

boilq 0,

n

nn
n n

z z

d
T

dz






 
   

 
 (2.26)

 

де                 
31

boil cn boil boilq Bi T M T
n n nn

n n n n n nT T T


       . 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 11C  отримуємо, задовольнивши 

умову (2.26) 

        
           

1
12 1

1 1

0 11 0 boil
C

1
1 1

0 1 0
1 1

C q

Po Ki 0.

n
c

n n

t t n n z z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 (2.27) 

Зауважимо, що, поклавши у рівнянні (2.27)  
boilM 0
n

 , отримаємо рівняння 

для визначення сталої 11C  у випадку суто конвективного теплообміну. 

 

д) умова випаровування рідини [13, 61, 104, 105, 107, 108, 116, 136, 143, 177, 178, 

183], яка можлива, коли тепловиділення не є настільки великими, щоб забезпечи-

ти кипіння рідини на обмежувальній поверхні, або товщина плівки є настільки ма-

лою, що тепло передається через плівку рідини та відводиться з її поверхні в ре-

зультаті випаровування. Такий процес описується рівнянням 

       

   

1

cn

fg A A,sat A,cn2 3

a a cn

t

h M p p
Le 0,

Rρ c t
n

n nn
t n n

n

n

n
z z

dt
t t

dz

t

t







    


  
   

 

 (2.28) 

де AM  – молярна маса рідини  кг моль , R  – універсальна газова стала, 

 A,satp nt , A,cnp  – тиски насиченої пари рідини на обмежувальній поверхні при 

температурі nt  та в навколишньому середовищі при температурі cnt  відповідно 

 Па , aρ  – густина повітря, ac  – питома теплоємність повітря при сталому тиску, 

a ABLe=α D  – число Льюіса, aα  – коефіцієнт температуропровідності повітря, 

ABD   коефіцієнт дифузії для двокомпонентної суміші. 
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У роботах [104, 105, 107, 108] нелінійну функцію  A,satp n nt t  апроксимували 

лінійною вигляду 1 2nt   . В результаті з нелінійної умови (2.28) отримано таку 

лінійну 

       

 

1

cn

fg A A,cn2 3
1 2

a a cn

t

h M p
Le 0,

Rρ c t
n

n nn
t n n

n

n

z z

dt
t t

dz

t








    


  
      

 

 

яка у безрозмірних величинах має вигляд 

             
1

* cn evap 1Bi T M 0,

n

n n n nn
n n n

z z

dT
T T T

dz


 
        
 

 (2.29) 

де  
-2 3

fg A

evap
a a

h M Le
M

Rρ c
n

 ,   A,cn

2
k cn

p1
t t

n  
    

 
. 

У змінних Кірхгофа умова (2.29) запишеться так: 

    
1

1
evapq 0,

n

nn
n n

z z

d
T

dz






 
   

 
 (2.30)

 

де 
                 1
evap cn evap 1q Bi T M
n n n n

n n n n n nT T T


         . 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 11C  отримуємо, виходячи з 

умови (2.30) 

        
           

1
12 1

1 1
0 11 0 evap

C

1
1 1

0 1 0
1 1

C q

Po Ki 0

n
c

n n
t t n n z z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z






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
 


 

     
 

     
 (2.31) 

Методика, запропонована у роботі, дозволяє використати умову (2.28) без її 

лінеаризації. У безрозмірних величинах вона має вигляд 

           

1

A,sat

* cn evap

p
Bi T M 0,

n

n n n nn
n n

n z z

dT
T T

dz T


   
         

   
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де       A,cn

evap evap2
cnk

p1M M ,
Tt

n n n
    , а записана через змінну Кірхгофа для n -го 

шару 

    
1

1
evapq 0,

n

nn
n n

z z

d
T

dz






 
   

 
 (2.32) 

де            

 
 A,sat1

evap cn evap 2
k

p1q Bi T M τ
t

n n n n
n n n n

n n

T T
T

   
         

. 

З даної умови отримаємо алгебричне рівняння для визначення сталої 11C , а саме 

        
           
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C q

Po Ki 0
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 


 

     
 

     
 

 

2. Нехай на обмежувальній поверхні 1z z  заданий сталий потік тепла  1
q . 

Тоді відповідна умова на цій поверхні записана через змінну Кірхгофа має вигляд 

 

1

11 Ki ,
z z

d

dz



   

звідки  1
11С Ki  , де 

      11 1
0 0 0Ki q l t t  . Сталу 12C  визначаємо з умови тепло-

обміну на поверхні 1nz z  .  

 

а) при заданні на цій поверхні умови конвективно-променевого теплообміну 

(2.23), із неї для визначення сталої 12С  отримуємо рівняння 

        
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б) за умови кипіння рідини (2.26) отримуємо рівняння для визначення сталої 12C , 

яке має вигляд 

        

   
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в) якщо на цій поверхні задана лінеаризована умова випаровування речовини 

(2.31), то рівняння для визначення сталої 12C  буде 

        

   

           

11
11

11 1
0 evap 0

C Ki

1
1 1

0 1 0
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 
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За використання нелінійної умови випаровування (2.32), для визначення сталої 

12C  отримаємо алгебричне рівняння 

        
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     
 

     
 

 

3. Нехай розглядуваний циліндр через поверхню 1z z  конвективно-проме-

невим способом обмінюється теплом із зовнішнім середовищем сталої температу-

ри c1t . Тоді умова теплообміну, записана через змінну Кірхгофа для першої скла-

дової, має вигляд 

    
1

11
kp 1 1q 0,

z z

d
T

dz


 
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 
 

де 

              1 1 1 4 4
kp 1 1 1 1 c1 1 1 c1q Bi T Sk T ,T T T      

 
     11 1

0 0Bi l ,t          11 1 1 3
0 0 0Sk l t ,t     
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звідки отримуємо рівняння 

     1

11 kp 1 1 1C q 0T z   . 

Оскільки  1 1 12Cz  , то вираз 
     1

kp 1 1 1q T z  не містить сталої 11C , а отже, 

   1

11 kp 12C q C . (2.33) 

На поверхні 1nz z   можуть бути задані: 

 

а) конвективно-променевий теплообмін, в результаті якого відбувається об-

мін теплом із середовищем сталої температури cnt . 

Умова теплообміну на поверхні 1nz z   через змінну Кірхгофа має вигляд 

(2.23), звідки отримуємо алгебричне рівняння для визначення сталої інтегрування 

12C : 
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0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

 

б) процес тепловідведення шляхом кипіння. В такому разі лінеаризована 

умова теплообміну у змінних Кірхгофа на поверхні 1nz z   має вигляд (2.26), 

звідки отримуємо алгебричне рівняння для визначення сталої інтегрування 12C : 

          

     

           

1
1

11 12kp

1 1 1

0 boil 0 kp 12
C q C

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

 

в) процес тепловідведення шляхом випаровування. Лінеаризований варіант 

умови у змінних Кірхгофа має вигляд (2.30). Тоді рівняння для визначення сталої 

інтегрування 12C  буде 
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          

     

           

1
1

11 12kp

1 11
0 evap 0 kp 12

C q

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

C

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

Нелінеаризована умова тепловідведення шляхом випаровування, записана у 

змінних Кірхгофа, має вигляд (2.32), з якої отримуємо таке рівняння для визна-

чення сталої 12C  

          

     

           

1
1

11 12kp

1 11
0 evap 0 kp 12

C q C

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

 

4. Нехай через обмежувальну плоску поверхню 1z z  тепловідведення відбу-

вається шляхом процесу кипіння рідини, яка подається на неї. Тоді умова тепло-

обміну, записана у змінних Кірхгофа для першої складової, матиме вигляд 

    
1

11
boil 1 1q 0,

z z

d
T

dz


 
   

 
 

де  

                
31 11

boil 1 1 1 1 c1 boil 1 1 boilq Bi T M T ,
n

T T T            11 1
0 0Bi l ,t  

 

 
 

 
32 1 2

0 k l fg p,l1 1 ν
boil n1

s,f fg l0

l t μ h Cg ρ ρ
M

C h Pr
t

  
         

, 

звідки отримуємо рівняння 

     1

11 boil 1 1 1C q 0,T z    

а, беручи до уваги міркування (2.33), 

   1

11 boil 12C q C .  

На поверхні 1nz z   можливі такі умови теплообміну: 

а) умова кипіння рідини (2.26), в результаті чого рівняння для визначення сталої 

інтегрування 12С  буде 
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          

     

           

1
1

11 12kp

1 1 1

0 boil 0 boil 12
C q C

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

 

б) умова випаровування рідини. Використавши її лінеаризований варіант у змін-

них Кірхгофа (2.30), отримуємо рівняння для визначення сталої інтегрування 12С  

          

     

           

1
1

11 12kp

1 11
0 evap 0 boil 12

C q

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

C

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

З нелінеаризованої умови випаровування у змінних Кірхгофа (2.32) отриму-

ємо таке рівняння для визначення сталої 12C  

          

     

           

1
1

11 12kp

1 11
0 evap 0 boil 12

C q

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

C

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

 

5. Нехай на обох зовнішніх обмежувальних поверхнях тепловідведення від-

бувається шляхом випаровування рідини.  

Лінеаризована умова випаровування, записана у змінних Кірхгофа для по-

верхні 1z z , має вигляд 

    
1

11
evap 1 1q 0,

z z

d
T

dz


 
   

 
 (2.34) 

де 
                   11 1 1 1
evap 1 1 1 1 c1 evap 1 1 1q Bi T MT T T         . 

З умови (2.34) отримуємо рівняння для визначення сталої 11С  

     1
11 evap 1 1 1C q 0,T z    

звідки, подібно до (2.33) 

   1
11 evap 12C q C , 
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а, використавши лінеаризовану умову (2.30) на поверхні 1nz z  , отримуємо рів-

няння для визначення сталої 12С  

          

     

           

1
1

11 12kp

11 1
0 evap 0 evap 12

C q C

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

Нелінеаризована умова випаровування на поверхні 1z z  має вигляд  

    
1

11
evap 1 1q 0,

z z

d
T

dz


 
   

 
 (2.35) 

де            

 
 A,sat1 1 1 1

evap 1 1 1 1 c1 evap 2
1 1k

p1q Bi T M
t

T T
T

  
          

, звідки 

   1
11 evap 12C q C , 

На поверхні 1nz z   ця умова має вигляд (2.32), звідки отримуємо рівняння 

для визначення сталої інтегрування 12С  

          

     

           

1
1

11 12kp

11 1
0 evap 0 evap 12

C q C

1
1 1

0 1 0
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n tz z

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w z









 


 

     
 

     
 

2.1.2. Нетермочутливі циліндричні тіла 

Нехай коефіцієнти теплопровідності складових циліндричних тіл не залежать 

від температури, тобто 
   
t tNλ λ

ii
 . Стаціонарне температурне поле таких циліндрів 

описує система рівнянь теплопровідності  

     

2
N

N 2
, 1, ,

ii i
t

d t
W z i n

dz
     (2.36) 

з умовами контакту сусідніх складових 

1 1
N 1N , 1, 1,

i i
i iz z z z

t t i n
 

 
    (2.37) 

     

1 1

N 1N1 1
N N q , 1, 1,

i i

i ii i i
t t

z z z z

dt dt
i n

dz dz
 

 

 

       (2.38) 
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Можливі варіанти умов на обмежувальних поверхнях розглянемо пізніше. 

У безрозмірних величинах рівняння (2.36)-(2.38) мають вигляд 

     

2
N

N *2
Po , 1, ,

i ii
d T

w z i n
dz

    (2.39) 

1 1
N 1N , 1, 1,

i i
i iz z z z

T T i n
 

 
    (2.40) 

   

1 1

N 1N 1
N NKi , 1, 1,

i i

i ii i

z z z z

dT dT
K i n

dz dz
 

 


 

     (2.41) 

де 
   

 

 
0

N

N

Po Po

i
i i t

i
t





, 

   
 

 

1
1 1 0

N 1
N

Ki Ki

i
i i t

i
t


 







. 

Двічі проінтегрувавши рівняння теплопровідності (2.39), знаходимо, що 

     
N

1 NC Po ,
i i i

i

dT
w z

dz
   

       N 1 2 NC C Po ,
i i

i i i iT z z W z     

де 
       * ,

i

z
ii

z

w z w d    
        ,

i

z
i i

z

W z w d     C 1, , 1, 2ij i n j   – сталі інте-

грування. 

З умов (2.40) та (2.41) знаходимо, що 

 
              

1
1 1 1

1 N 11 N N 1 N N
1N

1C C Po Ki ,
i

j j j j j
i t t j ti

jt

w z


 




 
         

  (2.42) 

        
1

2 12 1 1 N 1
1

C C C Po , 2, .
i

j j
i j j j j

j

z z W z i n


 


      (2.43) 

У знайдених виразах (2.42) та (2.43) невідомими залишаються дві сталі інтегру-

вання 11C  та 12C , які визначимо з умов теплообміну на плоских обмежувальних 

поверхнях циліндричних тіл. Розглянемо можливі варіанти. 

1. Нехай на обмежувальній поверхні 1z z  підтримується стала температура 

c1T , тобто 

1
1N c1T .

z z
T


  

В такому разі 12 c1C T .  

На другій обмежувальній поверхні 1nz z   можуть бути задані 
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а) стала температура cnT . Тоді крайова умова має вигляд 

1
N cnT ,

n
n z z

T

  

звідки отримуємо сталу 11C  

 
 

 
     

 
         

11
N

11 2 1 1 N 1 cn c1

N

1 1
1 11

N N 1 1 1
1 2N

C Po T T

1 Po C .

n nt
n n nn

t

i i
j j jn n

t j j j jn
j jt

z z z z w z

z z
w z z z



 

 
 

 
 

 
          

 
          

 

. 

б) сталий тепловий потік  1q
n

, а саме 

 

1

N 1
NKi ,

n

n n

z z

dT

dz






  

де    
 

 

1
1 1 0

N 1
N

Ki Ki .

n
n n t

n
t


 







 У цьому випадку стала 11C  обчислюється за формулою 

 
               

1
1 1 1

11 N N 1 N N N N1
1 1N

1C Po Ki Ki .
n n

j j j j j n n
t j t t

j jt

w z


  


 

 
      
   

   

в) конвективно-променевий теплообмін із середовищем сталої температури cnT , 

коефіцієнтом теплообміну 
 n

 , сталою Стефана-Больцмана 
 n

  та ступенем чор-

ноти 
 n
  поверхні 1nz z  , тобто  

       
1

N 4 4
N N cn N N cnBi T Sk T 0,

n

n n n
n n

z z

dT
T T

dz


 
     

 
 (2.44) 

де    
 

 
0

N

N

Bi Bi

n
n n t

n
t





,    

 

 
0

N

N

Sk Sk

n
n n t

n
t





. Стала 

11C  визначатиметься з такого рів-

няння: 

       
           

1
12 c1

11
N 11 N N N

C T
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C

Po Ki 0,

n

nn
t t kp n z z
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q T

w z
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
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
 


 
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де 
           1 4 4
N kp N N N cn N N cnq Bi T Sk T ,
n n n

n n nT T T


     

г) процес тепловідведення шляхом кипіння рідини на поверхні 1nz z   

        
1

3N

N N cn N boil N boilBi T M T 0,

n

n n nn
n n

z z

dT
T T

dz


 
     

 
 (2.45) 

де    
 

 
0

N boil boil

N

M M

n
n n t

n
t





, 

   
 

 

0
N

N

Bi Bi

n
n n t

n

t





. 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 
11C  отримуємо, виходячи з 

умови (2.45) 

       

           
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N 11 N N boil N C T

1
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N N 1 N N
1 1

C q

Po Ki 0,

nn
t t n

n n
j j j j j

t j t
j j

T

w z






 


 

    
 

     
 

де             
31

N boil N N N cn N boil N boilq Bi T M T
n n nn

n n nT T T


    . 

д) процес тепловідведення шляхом випаровування рідини з поверхні 1nz z   

описується такою лінеаризованою умовою 

           
1

N

N N cn evap 1 NBi T M 0,

n

n nn n n
n n

z z

dT
T T

dz


 
       

 
 (2.46) 

звідки сталу інтегрування 11C  визначаємо з рівняння 

       

           

12 c1

1 1
N 11 N N evap N C T

1
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N N 1 N N
1 1

C q

Po Ki 0,

n n
t t n

n n
j j j j j

t j t
j j

T

w z






 


 

     

     
 

де 
               1
N evap N N N cn evap 1 Nq Bi T M

nn n n n
n n nT T T


      , 

або такою нелінеаризованою 

       

1

N A,sat

N N cn evap
N

p
Bi T M 0,

n

n n n n
n

n z z

dT
T

dz T


   
        

   
 (2.47) 

звідки сталу інтегрування 11C  визначаємо з рівняння 
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       

           

12 c1

1 1

N 11 N N evap N C T

1
1 1

N N 1 N N
1 1

C q

Po Ki 0,

n n

t t n

n n
j j j jj

t j t
j j

T

w z






 


 

    
 

     
 

де 
           A,sat1

Nevap N N N cn evap
N

p
q Bi T M

n n n n
n n

n

T T
T

   
      

  
. 

 

2. Нехай на обмежувальній поверхні 
1z z  заданий потік тепла 

1q , а саме 

 1N 1

NKi ,
dT

dz
   

звідки  1
11 NC Ki  . На плоскій обмежувальній поверхні 1nz z   можуть бути 

задані: 

а) умова конвективно-променевого теплообміну (2.44). Тоді рівняння для визна-

чення сталої 12C  матиме вигляд 

       

   

           

1
11

1 1 1
N N kp N NC Ki

1
1 1

N N 1 N N
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t
j j

T

w z






 


 

    
 

     
 

б) умова кипіння рідини (2.45). Сталу інтегрування 12C  знаходимо з рівняння 

       

   

           

1
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1 1 1
N N boil N NC Ki

1
1 1

N N 1 N N
1 1

q Ki

Po Ki 0.
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t n t

n n
j j j jj

t j t
j j

T

w z






 


 

    
 

     
 

в) лінеаризована умова випаровування рідини (2.46), з якої визначаємо другу 

сталу інтегрування 12C  

       

   

           

1
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1 1 1
N N evap N NC Ki

1
1 1

N N 1 N N
1 1

q Ki

Po Ki 0,

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t
j j

T

w z






 


 

    
 

     
 

або ж нелінеаризована умова (2.47), з якої рівняння для визначення сталої 
12C  має 

вигляд 
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       

   

           
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N N evap N NC Ki
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Po Ki 0,
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t n t
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j j j jj

t j t
j j

T

w z


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
 


 

    
 

     
 

3. Нехай через обмежувальну поверхню 
1z z  циліндричне тіло обмінюється 

теплом із зовнішнім середовищем сталої температури 
c1T  шляхом конвективно-

променевого теплообміну, тобто 

   
1

1N 1

N kp 1Nq 0,

nz z

dT
T

dz


 
  

 
 

де 
           1 1 1 4 4
N kp 1N N 1N c1 N 1N c1q Bi T SkT T T T    . Тоді  

   1

11 N kp 12C q C . 

На поверхні 1nz z   можуть бути задані: 

а) умова конвективно-променевого теплообміну (2.44), з якої отримуємо рівняння 

для визначення сталої інтегрування 12C  

         
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б) умова кипіння рідини (2.45). Сталу інтегрування 12C  знаходимо з рівняння 
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     
 

в) лінеаризована умова випаровування рідини (2.46). Рівняння для визначення 12C  

має вигляд 
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Якщо на обмежувальній поверхні 
1nz z   задано нелінеаризовану умову випаро-

вування рідини (2.47), то стала 
12C  визначатиметься з рівняння 

         
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4. Нехай на плоскій циліндричній поверхні 
1z z  тепловідведення відбува-

ється шляхом кипіння рідини, тобто 

   
1

1N 1

N boil 1Nq 0,

z z

dT
T

dz


 
  

 
 

де 
            
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N boil 1N N 1N c1 N boil 1N boilq Bi T M T

n
T T T    . В такому разі 

   1

11 N boil 12C q C .  

На поверхні 1nz z   можуть бути задані: 

а) умова кипіння рідини (2.45). Сталу інтегрування 12C  знаходимо з рівняння 
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б) лінеаризована умова випаровування рідини (2.46). Рівняння для визначення 
12C  

має вигляд 
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У випадку використання нелінеаризованої умови випаровування (2.47), рівняння 

для визначення 12C  стане 
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5. Нехай через обидві зовнішні обмежувальні поверхні тепловідведення від-

бувається шляхом випаровування рідини. Лінеаризована умова на поверхні 
1z z  

запишеться 

   
1

1N 1
N evap 1Nq 0,

z z

dT
T

dz


 
  

 
 

а на поверхні 1nz z   вона матиме вигляд (2.46), звідки отримуємо рівняння для 

визначення сталої інтегрування 
12C  
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причому,    1
11 N evap 12C q C . 

Нелінеаризована умова випаровування на поверхні 1z z  має вигляд 

   
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N evap 1Nq 0,
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dT
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

 
  

 
 

звідки 

   1

11 Nevap 12C q C , 

а нелінеаризована умова на 1nz z   – вигляд (2.47), звідки стала 12C  визначати-

меться з рівняння 
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2.2 Математичне моделювання температурних полів радіально-шаруватих 

циліндричних тіл 

Розглянемо безмежний n -шаровий порожнистий круговий циліндр [105] (рис. 2.2), 

на кожній з обмежувальних поверхонь 

1r r  та 
1nr r   якого задані сталі темпера-

тури, теплові потоки, умови конвективно-

го, променевого чи конвективно-промене-

вого теплообміну із зовнішніми середови-

щами сталих температур, умови тепловід-

ведення шхом кипіння рідини та її випаро-

вування її з поверхонь. У площинах кон-

такту циліндрів, коефіцієнти теплопровід-

ності яких є різні, наявні тепловиділення, 

що створюють сталі потоки тепла 

   1
q 1, 1

i
i n


  . У кожній зі складових діють внутрішні джерела тепла, густина 

яких залежить від радіальної координати. 

2.2.1. Термочутливі порожнисті циліндричні тіла 

Формулювання математичних моделей. Нехай коефіцієнти теплопровідності 

матеріалів складових описаного вище шарового циліндра залежать від температури. 

Математична модель стаціонарного температурного поля включає систему рівнянь 

теплопровідності  

     ( )1 , 1, ,
ii i

t i

dtd r t W r i n
r dr dr

 
    

 
 (2.48) 

умови контакту сусідніх складових 

1 1
1 , 1, 1,

i i
i ir r r r

t t i n
 

 
    (2.49) 

     

1 1

1( ) ( 1) 1
1 q , 1, 1,

i i

ii ii i
t i t i

r r r r

dt dt
t t i n

dr dr
 

 


 

       (2.50) 

де it  – абсолютна температура, а  ( )i
t it  – залежний від температури коефіцієнт 

теплопровідності i -ї складової циліндра, 
   i

W r  – густина джерел  

 

  
 

Рис.2.2. Циліндр n-шаровий за 

радіальною координатою 

 

1 2 n 
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тепла i -ї складової, а 
   1

q 1, 1
i

i n


   – потоки тепла, які спричинені 

тепловиділеннями на межах контакту сусідніх шарів. Для повного формулювання 

математичної моделі для визначення температури багатоскладового циліндра до 

(2.48)-(2.50) слід долучити умови на обмежувальних поверхнях, можливі варіанти 

яких розглянемо пізніше. 

Для зручності подальших викладок введемо безрозмірні температури 

kti iT t  та безрозмірну координату 
0lr  , де 

kt  та 
0l  – вибрані нами відліко-

ва температура та характерний розмір. Коефіцієнти теплопровідності складових 

подано у вигляді          0 *

i ii
t i t it T    , де величини  

0

i

t  мають розмірність 

коефіцієнта теплопровідності, а    *

i

iT  – безрозмірні функції безрозмірної 

температури iT . 

Нехай коефіцієнти теплопровідності матеріалів задані у діапазоні температур 

p kt , t   . Найбільш поширена лінійна апроксимація їх температурної залежності 

має вигляд (2.4). 

Густини джерел тепла    i
W r  подамо таким чином:        0 *w

i ii
W w  , де 

 
0w
i

 – розмірні величини, а    *

i
w   – безрозмірні функції, що описують просторо-

вий розподіл джерел тепла. 

У результаті обезрозмірення рівняння (2.48) разом з умовами контакту (2.49) 

і (2.50) набудуть вигляду 

       ( )
* *

1 Po , 1, ,
iii i

i

dTd T w i n
d d

 
        

 (2.51) 

1 1
1 , 1, 1,

i i
i iT T i n

 
 

    (2.52) 

     

11

( )
1( ) ( 1)0 1

* * 1( 1)
0

Ki , 1, 1,

ii

i
ii it i i

i ii
t

dT dT
T T i n

d d


 





     

 
 (2.53) 

де  
 

 

2
0 0

k 0

w l
Po

t

i
i

i

t




 – критерії Померанцева, 
 

 

 

1
1 0

1

k 0

q l
Ki

t

i
i

i

t








 – критерії Кірпічова. 
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Побудова розв’язків задачі (2.51-2.53). Через залежності коефіцієнтів 

теплопровідності від шуканих температур рівняння (2.51) та умови (2.53) є 

нелінійними. Для їх лінеаризації скористаємось перетворенням Кірхгофа (2.8) 

в результаті чого рівняння (2.51) та умови (2.53) трансформуються у лінійні 

відносно змінних Кірхгофа 

     *
1 Po , 1, ,

iid d w i n
d d

      
   

 (2.54) 

 

11

( )
10 1

( 1)
0

Ki , 1, 1.

ii

i
it i i

i
t

d d
i n

d d







  
   

 
 (2.55) 

У той же час з лінійних умов (2.52) отримуємо такі нелінійні: 

   
1 1

1 1 , 1, 1,
i i

i i i iT T i n
 

  
      (2.56) 

де  i iT   – вирази температури через змінні Кірхгофа. Для конкретних залежнос-

тей    *

i

iT  вони мають вигляд (2.13). 

Побудова розв’язку задачі на змінні Кірхгофа. Інтегруючи двічі рівняння 

(2.54), знаходимо, що  

      1
1 C Po ,

i ii
i

d
w

d


  

 
 

     1 2C ln C Po , 1, ,
i i

i i i
i

W i n


     


 (2.57) 

де 
       * ,

i

ii
w w d





     
        ,

i

i i
W w d





      C 1, , 1, 2ij i n j   – сталі інте-

грування. 

Сталі інтегрування визначатимемо за методикою, наведеною в роботі. Вважа-

ємо сталі інтегрування, наприклад, для першої складової 1C j  (назвемо їх базови-

ми) відомими величинами. Покажемо, що, використовуючи умови контакту сусід-

ніх складових (2.55), (2.56), всі решта сталі інтегрування  C 2, , 1, 2ij i n j   

можна виразити через вибрані базові. Дійсно, з умов (2.55) знаходимо, що  

 
              

1
1 1 1

1 0 11 0 1 0 1
10

1C C Po Ki , 2, .
i

j jj j j
i t t j t ji

jt

w i n


 
 



 
            

  (2.58) 
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Бачимо, що сталі  1C 2,i i n  у виразах змінних Кірхгофа подані через сталу 

11C  – першу базову сталу. 

Для знаходження сталих інтегрування  2C 2,i i n  скористаємося умовами  

  
1

1

1 1
1 p

k k
1 T , 1, 1.

k k i

i

i i
i i i i

i i

T i n




 
 



   
           
   

 

які рівнозначні умовам (2.56). При цьому врахуємо, що   2θ Ci i iz  . В результаті 

отримуємо рекурентний зв’язок 

     1 1
1,2 1 1 p

k k
C 1 T , 1, 1,

k k
i i

i i i i i i
i i

T i n 
  

 
          

 
 

де        1
1 1 2 1C ln C Po

i ii
i i i i i

i

W
 


     


. Бачимо, що стала з другим індек-

сом «2» для кожного наступного шару виражається через сталі у попередньому 

шарі. Так, 

     2 2
22 1 2 1 1 2 p

1 1

k k
C 1 T ,

k k
T

 
        

 
 

де        1 12
1 2 11 12 2

1

C ln C Po W


     


 виражається через базові сталі. 

Подібно до цього  

     3 3
32 2 3 2 2 3 p

2 2

k k
C 1 T ,

k k
T

 
        

 
 

де          2 2
2 3 21 3 2 22 3C C Po W        . 

Оскільки, як показано вище, сталі 21C  і 22C  виражаються через 11C  і 12C , то і 

стала 32C  виражається через них. Так, продовжуючи, можна виписати вирази всіх 

сталих інтегрування  2C 2,i i n . 

В результаті проведених обчислень у виразах змінних Кірхгофа (2.57) неві-

домими залишилися дві базові сталі інтегрування, для визначення яких слід вико-

ристати умови теплообміну на обмежувальних поверхнях. Розглянемо можливі їх 

варіанти. 
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1. Нехай обмежувальна поверхня 
1r r  підтримується при сталій температурі 

c1t . Тоді гранична умова на цій поверхні матиме вигляд 
1

1 1cr r
t t


 . У без роз-

мірних величинах ця умова має вигляд  

1
1 c1TT


 , 

а записана через змінну Кірхгофа  

1
1 c1
   , 

де c1 c1 0T t t ,      
c1

p

T
21

c1 * c1 p c1 p

T

k
T T T T

2

i
T dT       . 

З даної умови знаходимо, що друга базова стала інтегрування 12 c1C θ . 

На другій обмежувальній поверхні можуть бути задані: 

а) стала температура cnt . У безрозмірних величинах відповідна гранична умова 

має вигляд 
1

cnT
n

nT

 , з якої отримуємо умову на змінну Кірхгофа 

1
cnθ

n
n


  , (2.59) 

де cn cn 0T t t ,  
2

cn cn p cn p

k
θ T T T T

2
n    . 

Задовольнивши умову (2.59), отримуємо алгебричне рівняння для визначення 

першої базової сталої інтегрування 11C  

         
12 1

1
1 11 2 11 12 1 cnC C ln C C , C Po

c

n nn
n n nC

n

W



    


, 

де 1Cn  визначається через 11C  формулою (2.58). 

 

б) сталий тепловий потік 
 1

q
n

, а саме      

1

1
q

n

n nn
t n

r r

dt
t

dr






  . У безрозмірних 

величинах ця умова має вигляд  

     

1

1
* Ki

n

n nn
n

dT
T

d






 


, 

а через змінну Кірхгофа для n -ї складової вона запишеться так: 
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 

1

1
Ki

n

nnd

d










, (2.60) 

де 
      1 1

0 0 0Ki q l t
nn n

t
 

   – критерій Кірпічова. 

З умови (2.60) знаходимо, що 

 

               
1

1 1 1
11 0 1 0 1 0 11

1 10

1C Po Ki Ki
n n

j j nj j j n
t j t j t n

j jt

w


  
  

 

 
         
   

  . 

В розглянутому випадку всі сталі інтегрування виражені у явному вигляді, а 

отже отримано точний аналітичний розв’язок нелінійної задачі теплопровідності. 

в) конвективно-променевий теплообмін з середовищем сталої температури cnt . В 

цьому випадку гранична умова на зовнішній поверхні циліндра має вигляд 

             
1

4 4
cn cnt t 0,

n

n n n nn
t n n n

r r

dt
t t t

dr


 
         
 

 

де      , ,
n n n

    – коефіцієнт теплообміну, стала Стефана-Больцмана та ступінь 

чорноти поверхні 1nr r   відповідно. У безрозмірних величинах умова 

конвективно-променевого теплообміну набуває вигляду 

           
1

4 4
* cn cnBi T Sk T 0,

n

n n nn
n n n

dT
T T T

d


 
       

 (2.61) 

де      
0 0Bi l

nn n
t    – критерії Біо,        3

0 k 0Sk l t
nn n n

t     – критерії Старка. 

Якщо скористатись змінною Кірхгофа для n-го шару, то умова (2.61) запишеться 

    
1

1

kpq 0,

n

nn
n n

d
T

d






 
    

 (2.62) 

де 
              1 4 4

cn cnq Bi T Sk T
n n n

n n n n n nT T T


       . 

З умови (2.62) отримаємо алгебричне рівняння для визначення сталої інте-

грування 11C  
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        
           

1
12 c1

1 1

0 11 0 1 kp
C

1
1 1

0 1 0 1
1 1

C q

Po Ki 0.

n

n n

t t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 



 

 
 

      
 

       
 

Зауважимо, що, поклавши в рівнянні (2.61) 
 Sk 0
n
 , отримаємо рівняння 

для визначення сталої 
11С  у випадку суто конвективного, а при  Bi 0

n
  – суто 

променевого теплообміну на обмежувальній поверхні 
1n   . 

 

г) умова кипіння рідини, яка можлива лише тоді, коли температура на обмежу-

вальній поверхні циліндра перевищує температуру кипіння рідини, тобто коли 

 boilt 5 Knt   . В такому разі процес теплообміну описується таким рівнянням 

       

   

1

cn

31 2
p,l boil1 ν

l fg n
s,f fg l

t

C tg ρ ρ
μ h 0,

C h Pr
n

n nn
t n n

n

r r

dt
t t

dr

t




    


             

 

де lμ  – в’язкість рідини  кг с м ; fgh  – питома теплота випаровування рідини 

 Дж кг ; g  – прискорення вільного падіння 2м с 
 

; 1 νρ ,ρ  – густина речовини, 

яка кипить у рідкому і газоподібному станах 3кг м 
 

 відповідно;   – поверхне-

вий натяг рідини  Н м , p,lC  – питома теплоємність рідини при сталому тиску, 

s,fC , n  – константи, які знаходять експериментально для кожної пари поверхня-

рідина; lPr  – число Прандтля для рідини, 
 
boilt
n

 – температури кипіння рідини. 

У безрозмірному вигляді умова кипіння набуде вигляду 

            
1

3

* cn boil boilBi T M T 0,

n

n n nnn
n n n

dT
T T T

d


 
       

 (2.63) 

де 
 

 

 
32 1 2

0 k l fg p,l1 ν
boil n

s,f fg l0

l t μ h Cg ρ ρ
M

C h Pr

n

n

t

  
         

, 
 

 

 

0

0

l
Bi

n
n

n

t





 – критерій Біо.  

У змінних Кірхгофа умова (2.63) запишеться так: 
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    
1

1

boilq 0,

n

nn
n n

d
T

d






 
    

 (2.64)

 

де                 
31

boil cn boil boilq Bi T M T
n n nn

n n n n n nT T T


       . 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 
11C  отримуємо, виходячи з 

умови (2.64) 

        
           

1
12 c1

1 1

0 11 0 1 boil
C

1
1 1

0 1 0 1
1 1

C q

Po Ki 0.

n

n n

t t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 



 

 
 

      
 

       
 

 

д) умова випаровування рідини, яка можлива, коли тепловиділення не є настільки 

великими, щоб забезпечити кипіння рідини на обмежувальній поверхні, або тов-

щина плівки є настільки малою. що тепло передається через плівку рідини та від-

водиться з її поверхні в результаті випаровування. Такий процес описується рів-

нянням 

       

   

1

cn

A,sat A,cn2 3A
fg

a a cn

t

p pM
h Le 0,

Rρ c t
n

n nn
t n n

nn

n r r

dt
t t

dr

t

t







    


 
    

 

 

де AM  – молярна маса рідини  кг моль , R  – універсальна газова стала, 

 A,satp nt , 
A,cnp  – тиски насиченої пари рідини на обмежувальній поверхні при 

температурі nt  та в навколишньому середовищі при температурі cnt  відповідно 

 Па , ρa  – густина повітря, ac  – питома теплоємність повітря при сталому тиску, 

a ABLe α D  – число Льюіса, a  – коефіцієнт температуропровідності повітря, 

ABD  – коефіцієнт дифузії для двокомпонентної суміші. 

Апроксимувавши вираз умови випаровування лінійною функцією вигляду 

1 2nt    [60], отримано такий вираз 
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       

 

1

cn

A,cn2 3A
fg 1 2

a a cn

t

pM
h Le 0,

Rρ c t
n

n nn
t n n

n
n

r r

dt
t t

dr

t








    


 
       

 

 

який у безрозмірних величинах запишеться: 

               
1

* cn evap 1Bi T M 0,

n

n nn n nn
n n n

dT
T T T

d


 
         

 (2.65) 

де  
2 3

fg A

evap
a a

h M Le
M

Rρ c

n



 ,     A,c

2
k cn

p1
t t

nn  
    

 
. 

У змінних Кірхгофа умова (2.65) запишеться так: 

    
1

1
evapq 0,

n

nn
n n

d
T

d






 
    

 (2.66)

 

де 
                   1
evap cn evap 1q Bi T M

nn n n n
n n n n n nT T T


         . 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 11C  отримуємо, виходячи з 

умови (2.66) 

        
           

1
12 c1

1 1
0 11 0 1 evap

C

1
1 1

0 1 0 1
1 1

C q

Po Ki 0

n

n n
t t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

Умова випаровування у безрозмірній формі без застосування лінеаризації має 

вигляд  

           

1

A,sat

* cn evap

p
Bi T M 0,

n

n n n nn
n n

n

dT
T T

d T


   
         

    
 

де       A,cn

evap evap2
cnk

p1M M ,
Tt

n n n
    , а записана через змінну Кірхгофа для n -го 

шару 

    
1

1
evapq 0,

n

nn
n n

d
T

d






 
    

 (2.67) 
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де            

 
 A,sat1

evap cn evap 2
k

p1q Bi T M
t

n n n n
n n n n

n n

T T
T


  

           

. 

З даної умови отримаємо алгебричне рівняння для визначення сталої 
11C , а саме 

        
           

1
12 c1

1 1
0 11 0 evap

C

1
1 1

0 1 0
1 1

C q

Po Ki 0.

n

n n
t t n n

n n
j jj j j

t j t
j j

T

w









 


 

     
 

      
 

 

2. Нехай на обмежувальній поверхні 1    заданий сталий потік тепла  1
q , 

тобто      

1

1 11
1 qt

r r

dt
t

dr


   . У безрозмірному вигляді ця умова запишеться 

     

1

1 11
* 1 Ki

r r

dT
T

dr


   , звідки отримуємо умову на змінну Кірхгофа 

 

1

11 Ki .
d

d



 


 

Задовольнивши умову (2.140), знаходимо, що  1
11 1С Ki  . Другу базову 

сталу 12C  визначимо з умови теплообміну на поверхні 1nr r  . На ній можуть 

бути задані: 

 

а) умова конвективно-променевого теплообміну (2.62). В такому разі рівняння 

для визначення базової сталої інтегрування 12С v матиме вигляд 

        

   

           

11
11 1

1 1 1
0 1 kp 0 1

C Ki

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n n n t

n n
j jj j j

t j t n
j j

T

w z





 



 

 
 

       
 

      
 

 

б) умова кипіння рідини (2.64). з якої отримуємо рівняння для визначення сталої 

12C  
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        

   

           

11
11 1

1 1 1
0 1 boil 0 1

C Ki

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n n n t

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 



 

 
 

       
 

       
 

 

г) умова випаровування речовини.  

Лінеаризований варіант умови має вигляд (2.66), звідки отримуємо таке рів-

няння для визначення сталої 
12C  

        

   

           

11
11 1

11 1
0 1 evap 0 1

C Ki

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n
t n n n t

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

       
 

       
 

Неліанеризована умова має вигляд (2.67). Тоді стала 12C  знаходитиметься з 

рівняння 

        

   

           

11
11 1

11 1
0 1 evap 0 1

C Ki

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q Ki

Po Ki 0,

n

n n
t n n n t

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

       
 

       
 

 

3. Нехай розглядуваний циліндр через поверхню 1    конвективно-проме-

невим способом обмінюється теплом із зовнішнім середовищем сталої температу-

ри c1t . Тоді умова теплообміну, записана через змінну Кірхгофа для першої скла-

дової, має вигляд 

    
1

11
kp 1 1q 0,

d
T

d


 
    

 

де 

              1 1 1 4 4
kp 1 1 1 1 c1 1 1 c1q Bi T Sk T ,T T T      

 

     11 1
0 0Bi l ,t          11 1 1 3

0 0 0Sk l t ,t     

звідки отримуємо рівняння 



56 

 

     1

11 1 kp 1 1 1C q 0T     . 

Оскільки  1 1 12C   , то вираз      1

kp 1 1 1q T    в цьому рівнянні не містить 

сталої 
11C , а отже, 

   1

11 1 kp 12C q C  . (2.68) 

На поверхні 
1n    можуть бути задані: 

 

а) конвективно-променевий теплообмін, в результаті якого відбувається об-

мін теплом із середовищем сталої температури cnt .  

Умова теплообміну на поверхні 1n    через змінну Кірхгофа має вигляд 

(2.62), звідки отримуємо алгебричне рівняння для визначення сталої інтегрування 

12C : 

          

   

           

1
1

11 1 12kp

1 1

0 1 kp 1 kp 12
C q

1
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0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n n
C

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 
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
 

 
 

      
 

       
 

б) процес тепловідведення шляхом кипіння. В такому разі умова теплообмі-

ну у змінних Кірхгофа на поверхні 1n    має вигляд (2.64). Беручи до уваги 

міркування в (2.68), з граничної умови (2.64) отримуємо алгебричне рівняння для 

визначення сталої інтегрування 12C : 

          

   

           

1
1

11 1 12kp

1 1

0 1 boil 1 kp 12
C q C

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 



 

 
 

      
 

       
 

в) процес тепловідведення шляхом випаровування. З лінеаризованої умови у 

змінних Кірхгофа (2.66) на поверхні 1n    отримано таке рівняння для визна-

чення сталої інтегрування 12C  
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          

   

           

1
1

11 1 12kp

11
0 1 evap 1 kp 12

C q

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

C

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

Неліанеризована умова тепловідведення шляхом випаровування рідини у 

змінних Кірхгофа матиме вигляд (2.67), а рівняння для визначення сталої інте-

грування 
12C  буде 

          

   

           

1
1

11 1 12kp

11
0 1 evap 1 kp 12

C q

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

C

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

 

4. Нехай через поверхню 1    тепловідведення із середовищем сталої тем-

ператури c1t  відбувається шляхом кипіння рідини, яка подається на обмежуваль-

ну поверхню циліндра. Тоді умова теплообміну, записана у змінних Кірхгофа для 

першої складової, матиме вигляд 

    
1

11
boil 1 1q 0,

d
T

d


 
    

 

де  

                
31 11

boil 1 1 1 1 c1 boil 1 1 boilq Bi T M T ,
n

T T T        

     11 1
0 0Bi l ,t  

 

 

 

 
32 1 2

0 k l fg p,l1 1 ν
boil n1

s,f fg l0

l t μ h Cg ρ ρ
M

C h Pr
t

  
         

, 

звідки отримуємо рівняння 

     1

11 1 boil 1 1 1C q 0,T      

а, звернувши увагу на міркування (2.68), 

   1

11 1 boil 12C q C .   

На поверхні 1n    можливі такі умови теплообміну: 
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а) кипіння рідини (2.64) в результаті чого рівняння для визначення сталої інте-

грування 
12С  буде 

          

   

           

1
1

11 1 12boil

1 1

0 1 boil 1 boil 12
C q C .

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n

t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w





 



 

 
 

      
 

       
 

 

б) випаровування рідини (лінеаризована умова) (2.66) в результаті чого рівняння 

для визначення сталої інтегрування 12С  стане 

          

   

           

1
1

11 1 12boil

11
0 1 evap 1 boil 12

C q C .

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

Якщо на обмежувальній поверхні задано нелінеаризовану умову випаровування 

рідини (2.67), то стала 12С  визначатиметься з рівняння 

          

   

           

1
1

11 1 12boil

11
0 1 evap 1 boil 12

C q C .

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

 

5. Нехай через обидві зовнішні обмежувальні поверхні тепловідведення від-

бувається шляхом випаровування рідини. Лінеаризована умова на поверхні 1    

запишеться  

    
1

11
evap 1 1q 0,

d
T

d


 
    

 

звідки отримуємо рівняння 

     1
11 1 evap 1 1 1C q 0,T      

а, звернувши увагу на міркування (2.68), 

   1
11 1 evap 12C q C .   
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На поверхні 
1n    лінеаризована умова випаровування матиме вигляд 

(2.66), а рівняння для визначення сталої інтегрування 
12С  буде 

          

   

           

11
11 1 evap 12

1 1
0 1 evap 1 evap 12

C q C .

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

Нелінеаризована умова випаровування на поверхні 
1    має вигляд 

    
1

11
evap 1 1q 0,

d
T

d


 
    

 

звідки  

   1
11 1 evap 12C q C ,   

а нелінеаризована – (2.67), звідки отримуємо рівняння для визначення сталої 

інтегрування 12С  

          

   

           

11
11 1 evap 12

1 1
0 1 evap 1 evap 12

C q C .

1
1 1

0 1 0 1
1 1

q q C

Po Ki 0.

n

n n
t n n n

n n
j jj j j

t j t j
j j

T

w




 




 

 
 

      
 

       
 

2.2.2. Нетермочутливі порожнисті циліндричні тіла 

Нехай коефіцієнти теплопровідності складових циліндричних тіл не залежать 

від температури, тобто 
   

N

ii
t t   . 

Стаціонарне температурне поле таких циліндрів описує система рівнянь теп-

лопровідності  

     

2
N

N , 1, ,
ii i

t

d t
d r W r i n
dr dr

 
    
 
 

 (2.69) 

з умовами контакту сусідніх складових 

1 1
N 1N , 1, 1,

i i
i ir r r r

t t i n
 

 
    (2.70) 
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     

1 1

N 1N1 1
N N q , 1, 1,

i i

i ii i i
t t

r r r r

dt dt
i n

dr dr
 

 

 

       (2.71) 

Можливі варіанти умов на обмежувальних поверхнях розглянемо пізніше. 

У безрозмірних величинах рівняння (2.69)-( 2.71) мають вигляд 

     

2
N

N *2
Po , 1, ,

i ii
d T

w i n
d

   


 

1 1
N 1N , 1, 1,

i i
i iT T i n

 
 

    (2.72) 

   

1 1

N 1N 1
N NKi , 1, 1,

i i

i ii i
dT dT

K i n
d d

 

 


 

   
 

 (2.73) 

де 
   

 

 

0
N

N

Po Po

i
i i t

i

t





, 

   
 

 

1
1 1 0

N 1

N

Ki Ki

i
i i t

i

t


 







. 

Двічі проінтегрувавши рівняння теплопровідності (2.71), знаходимо, що 

      N

1 N
1 С Po ,

i i i
i

dT
w

d
  

 
 

     N 1 2 NС ln С Po ,
i i

i i i
i

T W


   


 (2.74) 

де        * ,

i

ii
w w d





             ,

i

i i
W w d





     C 1, , 1, 2ij i n j   – сталі інте-

грування. 

З умов (2.72) та (2.73) знаходимо, що 

 
              

1
1 1 1

1 N 11 N N 1 N 1 N
1N

1С С Po Ki ,
i

j j j j j
i t t j t ji

jt

w


 
 



 
           

  (2.75) 

     
1

1

2 12 1 N 1
1

С С С ln Po , 2, .
i

j j j
i j j

jj

W i n







 
      

  (2.76) 

У знайдених виразах (2.75) та (2.76) невідомими залишаються дві сталі інтегру-

вання 11С  та 12С , які визначимо з умов теплообміну на краях циліндричних тіл. 

Розглянемо можливі її варіанти. 

 

1. Нехай на обмежувальній поверхні 1    підтримується стала температура 

c1T , тобто 
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1
1N c1T .T


  

В такому разі 12 c1С T .  

На другій обмежувальній поверхні 
1n    можуть бути задані 

а) стала температура 
cnT . Тоді крайова умова має вигляд 

1
N cnT ,

n
nT


  

звідки отримуємо рівняння для визначення сталої 
11С  

   

 
     

 
 

            
      

11 1
1 N 2

11 N 1
1 1N

1
1 11

N N 1 N 1 N
1N

N 1 cn c1

С ln Po

Po Ki

Po T T .

i
j jn n t

jn
jt

i
j j j j jn n

t j t jn
jt

n n
n

W

w

W










 

 




     
        

  
      



   



  

б) сталий тепловий потік  1
q

n
, а саме 

 

1

N 1
NKi ,

n

n n
dT

d









 

де 
   

 

 

1
1 1 0

N 1

N

Ki Ki .

n
n n t

n

t


 







 У цьому випадку стала 

11С  має вигляд 

 
       

       

11 N N 11
1N

1
1 1 1

1 N N N 1 N
1

1С Po

Ki Ki .

n
j j j

t j
jt

n
j j n n

j t t n
j

w 



  

 



    


      







 

в) конвективно-променевий теплообмін із середовищем сталої температури cnT , 

коефіцієнтом теплообміну 
 n

 , сталою Стефана-Больцмана  n
  та ступенем чор-

ноти  n
  поверхні 1n   , тобто  

       
1

N 4 4
N N cn N N cnBi T Sk T 0,

n

n n n

n n

dT
T T

d


 
     

 
 (2.77) 
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де 
   

 

 

0
N

N

Bi Bi

n
n n t

n

t





, 

   
 

 

0
N

N

Sk Sk

n
n n t

n

t





. Стала 

11С  визначатиметься з такого 

рівняння: 

       
           

1
12 c1

1 1

N 11 N 1 N kp N
С T

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

С q

Po Ki 0,

n

n n

t t n n

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

z





  


 

 
 

     
  

       
 

де 
           1 4 4
N kp N N N cn N N cnq Bi T Sk T ,
n n n

n n nT T T


     

г) процес тепловідведення шляхом кипіння рідини на поверхні 1n    

        
1

3N

N N cn N boil N boilBi T M T 0,

n

n n n n

n n

dT
T T

d


 
     

 
 (2.78) 

де 
   

 

 

0
N boil boil

N

M M

n
n n t

n

t





, 

   
 

 

0
N

N

Bi Bi

n
n n t

n

t





. 

Рівняння для визначення сталої інтегрування 11C  отримуємо, виходячи з 

умови (2.78) 

       
           

1
12 c1

1 1

N 11 N 1 N boil N
С T

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q

Po Ki 0,

n

n n

t t n n

n n
j j j jj

t j t n
j j

C T

w





  


 

 
 

     
  

       
 

де 
            

31

N boil N N N cn N boil N boilq Bi T M T
n n n n

n n nT T T


    . 

д) лінеаризована умова випаровування рідини з поверхні 1n    

           
1

N

N N cn evap 1 NBi T M 0,

n

n n nn n
n n

dT
T T

d


 
       

 
 (2.79) 

звідки сталу інтегрування 11С  визначаємо з рівняння 

       
           

1
12 c1

1 1

N 11 N 1 N evap
С T

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

С q

Po Ki 0,

n

n n

t t n n N

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

     
  

       
 

де 
               1

Nevap N N N cn Nevap 1 Nq Bi T M
n n n n n

n n nT T T


      . 
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Якщо на поверхні 
1n    задано нелінеаризовану умову випаровування  

       

1

N A,sat

N N cn evap
N

p
Bi T M 0,

n

n n n n
n

n

dT
T

d T


   
        

    
 (2.80) 

то рівняння для визначення сталої інтегрування 
11С  матиме вигляд 

       
           

1
12 c1

1 1

N 11 N 1 N evap N
С T

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

С q

Po Ki 0,

n

n n

t t n n

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

     
  

       
 

де                1

Nevap N N N cn evap 1 Nq Bi T M
n n nn n

n n nT T T


      . 

 

2. Нехай на обмежувальній поверхні 1    заданий потік тепла 1q , а саме 

 1N 1

NKi ,
dT

d
 


 

звідки 
 1

11 1 NС Ki  . На плоскій обмежувальній поверхні 1n    можуть бути 

задані: 

а) умова конвективно-променевого теплообміну (2.77). Тоді рівняння для визна-

чення сталої 
12С  матиме вигляд 

     
 

   

           

1
1

11 1

1 1 1
N N kp N N

С Ki

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





 


 

 
 

    
  

       
 

б) умова кипіння рідини (2.78). Сталу інтегрування 
12С  знаходимо з рівняння 

     
 

   

           

1
1

11 1

1 1 1
N N boil N N

С Ki

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





 


 

 
 

    
  

       
 

в) лінеаризована умова випаровування рідини з обмежувальної поверхні (2.79), з 

якої визначаємо сталу інтегрування 
12С  
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     
 

   

           

1
1

11 1

1 1 1
N N evap N N

С Ki

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





 


 

 
 

    
  

       
 

Якщо задано нелінеаризовану умову випаровування рідини (2.79), то стала інте-

грування 
12С  визначатиметься з рівняння 

     
 

   

           

1
1

11 1

1 1 1
N N evap N N

С Ki

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q Ki

Po Ki 0.

n

n n

t n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





 


 

 
 

    
  

       
 

 

3. Нехай через обмежувальну поверхню 1    циліндричне тіло обмінюється 

теплом із зовнішнім середовищем сталої температури 
c1TT   шляхом конвектив-

но-променевого теплообміну, тобто 

   
1

1N 1

N kp 1Nq 0,

n

dT
T

d


 
  

 
 

де 
           1 1 1 4 4
N kp 1N N 1N c1 N 1N c1q Bi T Sk TT T T    . Тоді  

   1

11 1 N kp 12С q С  . 

На поверхні 1nz z   можуть бути задані: 

а) умова конвективно-променевого теплообміну (2.77), з якої отримуємо рівняння 

для визначення сталої інтегрування 
12С  

         

     

           

1
1

11 1 12N kp

1 1 1

N 1 N kp N N 1 N kp 12
С q С

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n

n n

t n n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

      
  

       
 

б) умова кипіння рідини (2.78). Сталу інтегрування 
12С  знаходимо з рівняння 
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         

     

           

1
1

11 1 12N kp

1 1 1

N 1 N boil N N 1 N kp 12
С q С
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N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n
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t n n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

      
  

       
 

в) лінеаризована умова випаровування рідини (2.79). Рівняння для визначення 

12С  має вигляд 

         

     

           

1
1

11 1 12N kp

1 1 1

N 1 N evap N N 1 N kp 12
С q С

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n

n n

t n n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

      
  

       
 

Якщо задано нелінеаризовану умову випаровування рідини з обмежувальної 

поверхні (2.79), то стала 
12С  визначатиметься з рівняння  

         

     

           

1
1

11 1 12N kp

1 1 1

N 1 N evap N N 1 N kp 12
С q С

1
1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n

n n

t n n t
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j j j jj

t j t j
j j

T

w




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 

 
 

      
  

       
 

4. Нехай на плоскій циліндричній поверхні 1z z  тепловідведення відбува-

ється шляхом кипіння рідини, тобто 

   
1

1N 1

N boil 1Nq 0,
dT

T
d



 
  

 
 

де 
            

31 1 1

N boil 1N N 1N c1 N boil 1N boilq Bi T M T
n

T T T    . В такому разі 

   1

11 1 N boil 12С q С .   

На поверхні 1n    можуть бути задані: 

а) умова кипіння рідини (2.78). Сталу інтегрування 12С  знаходимо з рівняння 

         

     

           

1
1

11 1 12N boil

1 1 1

N 1 N boil N N 1 N boil 12
С q С

1
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N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n
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j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

      
  

       
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б) лінеаризована умова випаровування рідини (2.79). Рівняння для визначення 

12С  має вигляд 

         

     

           
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1

11 1 12N boil

1 1 1

N 1 N evap N N 1 N boil 12
С q С
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1 1

N N 1 N 1 N
1 1

q q С

Po Ki 0.

n

n n

t n n t
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j j j jj

t j t j
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T

w





  
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 

 
 

      
  

       
 

Якщо на обмежувальній поверхні задано нелінеаризовану умову випарову-

вання рідини (2.79), то стала 
12С  визначатиметься з рівняння 

         
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T

w
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 

 
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  

       
 

 

5. Нехай на обох зовнішніх обмежувальних поверхнях теплообмін відбува-

ється шляхом випаровування рідини.  

Лінеаризована умова на 1    матиме вигляд 

   
1

1N 1

N evap 1Nq 0,
dT

T
d



 
  

 
 

звідки 

   1
11 1 N evap 12С q С  , 

а на 1n    – вигляд (2.79). В такому разі стала інтегрування 
12С  визначати-

меться з рівняння 
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


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 

 
 
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  

       
 

Нелінеаризована умова випаровування на поверхні 1    матиме вигляд 

   
1

1N 1

N evap 1Nq 0,
dT

T
d



 
  

 
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звідки 

   1
11 1 N evap 12С q С  , 

а, використавши нелінеаризовану умову (2.80), рівняння для визначення сталої 

12С  матиме вигляд 

         
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n

n n

t n n t

n n
j j j jj

t j t j
j j

T

w





  


 

 
 

      
  

       
 

2.3. Математичне моделювання термопружного стану циліндричних тіл, 

шаруватих за осьовою координатою 

Визначимо температурні напруження [70] в шаруватих за осьовою коорди-

натою циліндричних тілах. 

2.3.1. Термочутливі циліндричні тіла 

Розглядається віднесений до декартової системи координат 

   0, , , 0,1, 2,3x y z   n -шаровий за осьовою координатою z  циліндр (рис.2.1.), 

вільний від навантажень з ізотропними ідеально контактуючими шарами. Темпе-

ратура такого циліндра змінюється лише по висоті циліндра.  

У математичну модель [51] для визначення термопружного стану входять 

- рівняння рівноваги 

 ,
ˆ 0, , 1,2,3 ;ij j i j    (2.81) 

- рівняння сумісності деформацій 

, 0,ijl kmn lm jne    (2.82) 

які у напруженнях мають вигляд 

 

 

 
 

,

1 0.
2ijl kmn lm pp lm lm

jn

t
t

t t

  
             

 (2.83) 
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Тут 11 22 33pp        – сумарне напруження,  
 

  2 1

E t
t

t
 

 
, 

 
   

     1 1 2

t E t
t

t t


 

   
 – залежні від температури параметри Ляме, 

     3 2t t t     ;    
i

p

t

t

t

t t dt    – суто теплова деформація; величина ijl  

дорівнює +1(–1), якщо i, j, k утворюють парну (непарну) перестановку чисел 1, 2, 3; 

           , ,
i i i

i i t iE t t t   – залежні від температури модулі пружності, коефіцієнти 

Пуассона та температурні коефіцієнти лінійного розширення складових циліндра, 

причому 

        
                
                

                

1 1 1 1
1 1 1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 3

1

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , , ,

t

t

t

n n n n
n n t n n n n

E z t z t z t z t

E t t t t z z z

E t t t t z z z

E t t t t z z z 

   

     


    
 

     

 

З огляду на це його термопружний стан визначають дві ненульові компонен-

ти тензора напружень  ˆ ˆ ˆ ˆ
yy zz z     , при цьому ˆ ˆ 0xx ij      , , , ,i j x y z i j  . 

Ці напруження задовольняють умови 

   
1 1

1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0.
n nz z

z z

z dz z z dz
 

      (2.84) 

Побудова розв’язку. Рівняння рівноваги задовольняються тотожно, якщо 

напруження,  ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ 0

xx yy
z      , ˆˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ 0zz xy xz yz
        . Відповідно рівняння 

сумісності деформацій у напруженнях (2.83) будуть виконуватися, якщо 

 

 
   

2

2

ˆ1
ˆ ˆ, 0

ˆ

z
z z t

E zz

      
  

. (2.85) 

Інтегруючи двічі рівняння (2.85), отримаємо 

 
 

 
 

 

 
 1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ1 1

E z E z
z C zC z t

z z
    

  
 (2.86) 

де 1С , 2С  – сталі інтегрування, які знаходимо, задовольнивши умови (2.84) 
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t t t t
1 22 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆM C N A N B M A
, .

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆBC A BC A
С С

 
 

 
  

Таким чином, формули для обчислення термопружного стану багатошаро-

вого циліндра мають вигляд [70] 

 
 

 

 
 

t t t t

2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆAN BM AM CNˆ,
ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆˆ ˆ1 , A BC

zE z t
z z t

z t

   
   

   
 

, (2.87) 

де 

   
   

   
   

   
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ˆ ˆ

t t
1 1ˆ ˆ

ˆ ˆ
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1 1 1

ˆ
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1 1

ˆ, ,

i i i

i i i

i i

i i

i

p

z z zi i in n n
i i i

i i i
i i iz z zi i i

z zi i i in n
i i i i

i i
i iz zi i

t

i
t

t

zE t E t z E t
dz dz dz

t t t

E t t zE t t
dz dz

t t

z t t dt

  

 

  

 

  
     

 
 

   

  

    

  



 

Якщо термомеханічні характеристики складових подати у вигляді 

       *
0

ii
i i it T    , де  

0

i
  – розмірні величини, що дорівнюють значенню відпо-

відної характеристики при температурі pt  (опорні значення), а величини  *
i iT  – 

безрозмірні функції від безрозмірних температур iT , які описують залежність 

відповідних характеристик від температури, то  

                       * * *
0 0 0, , .
i i ii i i

i i i i i i t i t ti iE t E E T t T t T          

Для зручності подальших викладок введемо безрозмірні температури 

kti iT t , p p kT t t  та безрозмірну координату 0lz z , де kt  та 0l  – вибрані 

нами відлікова температура та характерний розмір. 

У результаті обезрозмірення формула (2.87) набуде вигляду 

 
 

 

 
 t t t t

2

AN BM AM CN,
, ,

1 , A BC

zE z t
z z t

z t

   
   

   
 (2.88) 

де 
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2.3.2. Нетермочутливі циліндричні тіла 

Нехай механічні характеристики матеріалів складових циліндричних тіл не 

залежать від температури. 

1. Розглянемо випадок, коли механічні характеристики матеріалів шарів рівні 

опорним значенням відповідних складових термочутливих. Тоді модулі Юнга, 

коефіцієнти Пуассона та теплового розширення складових таких циліндричних 

тіл будуть 

           
0 0 0, , ,
i i ii i i

t tE E        

а формула для обчислення напружень набуде вигляду 

 
 

 
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zE z
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   
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 (2.89) 

де  
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2. Нехай механічні характеристики рівні середньоінтегральним значенням, 

тобто  

         
k

p
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( ) ( )
0 p 0 k p
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У розподілі температури (2.35)  

                       
N 0 N 0 N 0Bi Bi , Po Po , Ki Ki , 1, .
i i i i i ii i i i i i

t tc t tc t tc i n             

Формули для визначення розподілу температурних напружень циліндра ма-

тимуть вигляд (2.81), у яких опорні значення механічних характеристик слід 

замінити на середньоінтегральні. 

2.4. Математичне моделювання напружено-деформованого стану 

циліндричних тіл, шаруватих за радіальною координатою 

Визначимо температурні напруження [79] в шаруватих за радіальною коор-

динатою циліндричних тілах. 

2.4.1. Термочутливі порожнисті циліндричні тіла 

Формулювання задачі. Нехай розглядуваний n -шаровий циліндр з ідеаль-

ним механічним контактом між шарами і відомим радіальним розподілом темпе-

ратури, визначеним з відповідної задачі теплопровідності, перебуває під дією 

заданих сталих нормальних навантажень на його зовнішніх поверхнях. Вважаємо, 
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що механічні характеристики (модулі пружності, коефіцієнти Пуассона та темпе-

ратурні коефіцієнти лінійного розширення) складових циліндра є функціями від 

температури (термочутливі матеріали). 

Основними рівняннями, які описують термопружний стан такого циліндра, 

будуть [79]: 

 рівняння рівноваги 

       2 ,       1, ,
i i i

r
d f i n
d

       


; (2.90) 

 зв’язки між компонентами тензорів деформацій і напружень 

                   
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            
ze ( )

,     1, , ;

i i i i i i i i
z r

i i i i i i
z

E E T

E T i n

         

       
 (2.91) 

 рівняння сумісності 

 
   

i

i i
r

de
e e

d



  


, 

які у напруженнях мають вигляд 

 

 
           

 
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 
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 

2

z

1 ( )
e 1

1 1 ;

i
i i i i i

i

i i
i i

r i i

d T
d E

d f
d E E

  
          

         

 (2.92) 

 умови на обмежувальних поверхнях і в перерізі 

         
1

1

1
1 1 1 2p , p , 2 p

n

n
r r n z d







             ; (2.93) 

 умови ідеального механічного контакту сусідніх шарів 

           1 1
1 1 1 1, ( ) ( ), 1, , 1

i i i i
r i r i r i r iu u i n
 

             . (2.94) 
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У вищеописаних рівняннях і співвідношеннях  if  – масові сили, залежні від 

радіальної координати, 
           

 

p

0

T

i
T

i i i i i
T t T dT     – чисто теплова деформа-

ція;  i
r ,  i

 ,  i
z  – радіальна, колова та осьова компоненти тензора напружень; 

 i
re ,  ie  – радіальна та колова компоненти тензора деформацій у i -му шарі відпо-

відно; 
ze  – стала осьова деформація циліндра;      i i i

r      ;  i
ru  – радіальна 

компонента вектора переміщень i -го шару, віднесена до характерного розміру  
0l ; 

1p , 
2p  – задані сталі тиски (напруження) на внутрішній  1    і зовнішній 

 1n    поверхнях циліндра; p  – задане на торцях циліндра зусилля, що діє 

уздовж його осі. 

Побудова розв’язку задачі термопружності передбачає інтегрування у 

межах від 
i  до   рівнянь рівноваги (2.90), та рівнянь сумісності у напруженнях 

(2.92), використовуючи при цьому перші дві умови (2.93) та другі умови (2.94). В 

результаті отримуємо 2n  інтегральних рівнянь, які містять невідому сталу осьову 

деформацію ze  та  1n  -е сумарне напруження      2, ...,
i

i i n   . Останні, 

використовуючи перші з умов (2.94), виражаємо через сумарне напруження на 

поверхні 1   .  

Розв’язання отриманих інтегральних рівнянь здійснюємо, використовуючи 

результати роботи [79]. Вважаємо, що порожнистий циліндр складається лише з 

тонких шарів, тобто таких, для яких при обчисленні присутніх інтегралів, які 

містять у підінтегральних виразах невідомі напруження, з заданою нами точністю 

справедлива формула трапецій 

      
2

i

i
iY d Y Y





 
      , 
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Як результат, для кожного шару отримуємо систему із двох алгебричних рівнянь, 

розв’язавши які знаходимо вирази для визначення сумарних та радіальних напру-

жень, через які визначаємо решту компонент напружено-деформованого стану:  

                       , , ,
i i i i i i i i i i i

z z z rE e T u e              

а 
 i
re  і  i

e  – за формулами (2.91). 

Для визначення невідомих сталих ze  та    1
1  , що входять в отримані 

вирази для напружень, використовуємо третьою з умов (2.92) та отриману під час 

інтегрування рівнянь рівноваги інтегральну умову 

   
1

2 2
1 1 1 2

1

p p
k

k

n
k

n
k

d



 

        . (2.94) 

Якщо циліндр складається з одного і того ж термочутливого матеріалу [105], 

то розглядаємо його як складений із n  тонких шарів, матеріали яких мають одні і 

ті ж термомеханічні характеристики. 

Якщо ж циліндр місить тонкі і товсті шари [79], то кожному із товстих шарів 

ставимо у відповідність певну кількість тонких з одного і того ж матеріалу. 

Перевірку достатності розбиття товстих шарів на тонкі забезпечує виконання 

інтегральної умови (2.94). 

Основні формули. Радіальні  i
r , колові  

σ
i
  та осьові  i

z  напруження, раді-

альні 
 i
re  та колові  i

e  деформації, а також радіальні переміщення  i
ru  без враху-

вання силових навантажень обчислюємо за формулами: 

                   1
1 1 2 z 0e ,
i i ii

r r r r              (2.95) 

           ,i i i
r        (2.96) 

               ze ,
i i i i i

z i iE E T          (2.97) 

                        ,
i i i i i i

r r z i i ie E T E             (2.98) 

                        ,
i i i i i i

r z i i ie E T E              (2.99) 

       ,i i
ru e     (2.100) 

де      i i i
r       – сумарні напруження, які обчислюються за формулою 
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   
   

         

    
   

                    
1

1

10 1 1 2

21
1

1

1 1 1 1 11
11

1 1

1
1 ,

k

k

i i i

i r ii

i
k k ik k

i r r k
k

d
E








 

         
 

                  
   

  

 

 

   
   

                 

                            
1

1

20 1 2 2

1
1

1 1 2 2 1 1
1

1 1

1 ,
k

k

i i ii i
i i r ii

i
k k ii k k

i i r r k
k

d







 

               
 

  
                    

   
   

 

   
   

                  

                        
1

1

00 1 1 1 0 2

1

1 0 0 1 1
1

1 p 1

1 ,
k

k

i i i i i
i i r i ii

i
k k ik k i

i r r k i
k

F F

d F







 

               
 

  
                  

   
   

 

 

             12
1 1 1 102

1 1 ,

i

i i i

r i i r i d






 
            
 
 

  

             12
2 1 2 202

1 1 ,

i

i i i

r i i r i d






 
            
 
 

  

             
12 2

0 1 1 1 1 0 002

1 p 1 ,

i

i i i

r i i i r i d






 
               
   

  

                      22 2
1 1 2 1 ,
i i i i

i i i iE


               

                2 2
2 2 ,
i i i

i i i

  
            

 
 

                     
2 2

1 2 ,
i i i i

i i iE


              

   
   

   

    
   

   

   
    

  1
1 1

1 1
, ,

,

i i
i i

i i

i i i
i i

d
dE E


 

      
       

  

      

 

                       1 1
1 1 11 1 ,

i i i
iF T T              



76 

 

       

   

p

0

T

1 1 22 2 12 2 11 1 21
1

11 22 21 12 11 22 21 12

t ,

c d c d c d c d
, ,

d d -d d d d -d d

iT

i i
i t i i

z

T T dT

e

  

 
   


 

       
1 1

11 10 12 20
1 1

d , d ,
k k

k k

n n
k k

k k

d d
  

  

           

                  
1 1

21 10 22 20
1 1

d , d ,
k k

k k

n n
k kk k

k
k k

d E d
  

  

                  

   

                 

1

1

2 2
1 1 1 1 2 00

1

2 00
1

c p p ,

p
c ,

2

k

k

k

k

n
k

n
k

n
kk k k

k
k

d

E T d








 



 

       

           


 

 

 

де 1, ,

0, ,ik

i k

i k


 


 – символ Кронекера.  

2.4.1. Нетермочутливі порожнисті циліндричні тіла 

1. Розглянемо випадок, коли термомеханічні характеристики складових 

нетермочутливого циліндра (їх помічаємо індексом N ) дорівнюють опорним зна-

ченням відповідних складових термочутливого. Тоді розподіл температури мати-

ме вигляд (2.170), де  ( )
0 , 1,3
ii

t t i    . Коефіцієнти Пуассона, теплового розши-

рення та модулі Юнга складових циліндра в такому разі будуть  

   
0 ,
ii

       
0 ,
ii

t t       
0 ,
ii

E E  1, ,i n  

а формули для обчислення компонент термопружного стану набудуть вигляду 

                   1
10 1 20 z 00e ,
i i ii

              (2.102) 

                   1
1 1 2 z 0e ,
i i ii

r r r r              (2.103) 

           ,i i i
r         (2.104) 
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i i ii i i

z z iE e E T          (2.105) 
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77 

 

                           
0 0 N 0 ,
i i ii i i i i

r z ie E T E               (2.107) 

       ,i i
ru e      (2.108) 

                   
121 1

10 0 0 1 1 1
1

1 1
i

i kk i
i r k

k

E





 
            

 
  

                 
1

1

20 0 0 1 2 1
1

1 ,
i

i i kk i
i r k

k






 
             

 
  

                 
1

00 1 0 1
1

1 ,
i

i kk i i
i r k

k

F





 
           

 
  

             
12 2

1 1 1 101 ,

i

i i i

r i i r i d






 
             
 
 

  

             
12 2

2 1 2 201 ,

i

i i i

r i i r i d






 
             
 
 

  

             
12 2 2

0 1 1 1 1 0 00p 1 ,

i

i i i

r i i i r i d






 
                
 
 

  

                    2 1
0 0 0 01 , 1 , ,
i i i ii i i i i

E E


              

                     

       

0 N 0 1 1N 1

N 0 0 N p

1 1 ,

t T .

i ii i i
i

ii
i t i

F T T

T T

           

   

 

   1 1 22N 2N 12N 2N 11N 1N 21N
1 z

11N 22N 21N 12N 11N 22N 21N 12N

c d c d c d c d
, e ,

d d d d d d d d

 
   

 
 

       
1 1

11 10 12 20
1 1

d , d ,
k k

k k

n n
k k

k k

d d
  

  

           

              
1 1

21 0 10 22 0 20 0
1 1

d , d ,
k k

k k

n n
k k k k k

k k

d E d
  

  

               

   

             

1

1

2 2
1 1 1 1 2 00

1

2 0 N 0 00
1

c p p ,

p
c .

2

k

k

k

k

n
k

n
k

n
k k kk

k
k

d

E T d








 



 

       

         


 

 

 



78 

 

2. Нехай механічні характеристики рівні середньоінтегральним значенням, 

тобто 
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При цьому у розподілі температури (2.170)  
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Формули для визначення компонент напружено-деформованого стану ци-

ліндра матимуть вигляд (2.92)-(2.97), у яких опорні значення механічних харак-

теристик слід замінити на середньоінтегральні. 

2.5. Висновки до розділу 

Сформульовано нелінійні математичні моделі розподілів температур багато-

шарових за осьовою координатою скінченних та багатошарових за радіальною ко-

ординатою порожнистих безмежних термочутливих та нетермочутливих цилінд-

рів. Всередині різних за товщиною шарів, виготовлених з різних матеріалів, (кое-

фіцієнти теплопровідності залежать від температури), таких циліндрів наявні дже-

рела тепла, розподілені за певним законом, а на межах їх дотику – тепловиділен-

ня, що спричиняють сталі потоки тепла. На обмежувальних поверхнях циліндрів 

можуть бути задані всеможливі комбінації умов теплообміну (сталі температури 

та потоки, конвективний, променевий чи конвективно-променевий теплообміни).  

Для розв’язування таких нелінійних задач теплопровідності використано ме-

тодику, яка передбачає обезрозмірення математичних моделей, застосування пе-
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ретворення Кірхгофа, апроксимацію експериментально заданих залежностей кое-

фіцієнтів теплопровідності від температури, розв’язання отриманої задачі на змін-

ні Кірхгофа та здійснення оберненого перетворення Кірхгофа. Дана методика ці-

кава тим, що дозволяє отримати аналітичний розв’язок задачі визначення темпе-

ратурного поля, який містить одну невідому сталу, яка визначається з відповідно-

го алгебричного рівняння. 

Вищевказану методику застосовано до розв’язування задач теплопровідності 

у випадках задання на обмежувальних поверхнях циліндрів умов тепловідведення 

шляхом кипіння (коли температура на поверхні перевищує критичну, а утворений 

шар рідини має набагато меншу товщину, ніж товщина циліндра) чи випаровуван-

ня (коли температура на поверхні перевищує критичну, але не є достатньою для 

того, щоб почалось кипіння) рідини з поверхонь.  

Показано, що вищеописана методика знаходження температурного поля не 

вимагає додаткової лінеаризації умови кипіння чи випаровування, що дозволяє 

отримати точний розв’язок задачі теплопровідності. 

Сформульовано математичні моделі та наведено методику аналітичного ви-

значення компонент напружено-деформованого стану (напруження, деформації та 

переміщення) у вищеописаних багатошарових циліндрах за врахування залежнос-

тей механічних характеристик (коефіцієнтів Пуассона, модулів Юнга та темпера-

турних коефіцієнтів лінійного розширення) від температури. 
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РОЗДІЛ 3. МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОВОГО ТА ТЕРМОПРУЖНОГО 

СТАНУ ШАРУВАТИХ ЗА ОСЬОВОЮ КООРДИНАТОЮ 

ТЕРМОЧУТЛИВИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛ ЗА СКЛАДНОГО 

ТЕПЛООБМІНУ 

У третьому розділі [49, 77, 78, 91–95, 97, 98, 176] визначено температурні 

поля шаруватих за осьовою координатою термочутливих та нетермочутливих 

циліндричних тіл за різних умов теплообміну на обмежувальних поверхнях, які 

були наведені у другому розділі, та наявності тепловиділень всередині шарів. 

Визначено температурні напруження, спричинені знайденим нерівномірним роз-

поділом температури. Здійснено порівняльний аналіз отриманих результатів та 

досліджено вплив термочутливості матеріалів шарів, значень безрозмірних крите-

ріїв та інтенсивності тепловідведення кипінням та випаровуванням рідини на 

характер та рівень розподілів температур та напружень. 

3.1. Вхідні дані, що використовуються для визначення розподілів температур 

та напружень шаруватих за осьовою координатою термочутливих та 

нетермочутливих циліндричних тіл 

Вхідними даними, які необхідні для отримання розподілів температур та 

напружень n -шарового по осі циліндра, є: 

 значення теплових (коефіцієнтів теплопровідності  i
t ) та механічних (коефі-

цієнтів Пуассона
 i , температурних коефіцієнтів лінійного розширення  i

t  та 

модулів пружності 
 iE ) характеристик матеріалів шарів циліндра, 1,i n ; 

 безрозмірні координати меж шарів циліндра , 1,iz i n ; 

 безрозмірні початкова pT  та кінцева kT  температури із діапазону задання 

температур; 

 безрозмірні температури середовищ c1 cnT , T , якщо умовами теплообміну на об-

межувальних поверхнях є стала температура, конвективно-променевий тепло-
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обмін, або тепловідведення шляхом кипіння чи випаровування рідини з 

поверхні; 

 безрозмірні критерії Померанцева    Po 1,
i

i n  для кожного шару циліндра, в 

якому наявні джерела тепла. Як відомо, критерій Померанцева виражає відно-

шення кількості тепла, що виділяється джерелом за одиницю часу в об’ємі R , 

до максимальної кількості тепла, що передається теплопровідністю; 

 безрозмірні критерії Кірпічова    Ki 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверх-

нях циліндра задано умови сталого теплового потоку. За означенням, критерій 

Кірпічова характеризує інтенсивність теплообміну між твердим тілом і зовніш-

нім середовищем; 

 безрозмірні критерії Біо    Bi 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверхнях ци-

ліндра задано конвективний чи конвективно-променевий теплообміни, а також 

умови тепловідведення шляхом кипіння чи випаровування рідини з поверхонь. 

Цей критерій виражає відношення потоку тепла, підведеного до тіла, до потоку 

тепла відведеного всередину тіла; 

 безрозмірні критерії Старка 
   Sk 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверхнях 

циліндра виконуються умови конвективно-променевого теплообміну; 

 стала кипіння 
   boilM 1,
i

i n , якщо тепловідведення в циліндрі відбувається 

шляхом кипіння рідини на обмежувальних поверхнях; 

 стала випаровування    evapM 1,
i

i n , якщо тепловідведення в циліндрі відбува-

ється шляхом випаровування рідини із зовнішніх обмежувальних поверхонь. 

При проведенні числових досліджень припустили, що матеріалами шарів ци-

ліндра є кераміка 2ZrO  та титановий сплав Ti 6Al 4V   у різних їх комбінаціях. 

Експериментально знайдені для різних температур значення коефіцієнтів тепло-

провідності та термомеханічних характеристик (коефіцієнтів Пуассона, темпера-

турних коефіцієнтів лінійного розширення та модулів пружності) цих матеріалів 

проапроксимували з використанням методу найменших квадратів многочленами у 
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діапазоні температур p kt ,t   , pt 300K , 
kt 1100K . При цьому отримали, що 

для кераміки [187] 

      

      
        

p

26
p p

2

p p

Вт1.915 1 0.24664 T , 0.333,
м K

18.783 10 1 1.4128 T 1.7496 T ,
K

116.381 1 0.521357 T 0.084215 T ГПа ,

i i
t i

i
t i i

i
i i

T

T T

E T T



       

         

    

 (3.1) 

а для титанового сплаву [187] 

         
      
      

p p

26
p p

p

Вт6.2 1 3.016 T , 0.2984 1 0.118 T ,
м K

18.8559 10 1 0.49014 T 0.36754 T ,
K

105.05 1 0.5916 T ГПа , 1, .

i i
t i i

i
t i i

i
i

T T

T T

E T i n



         

         

   

 (3.2) 

Зазначимо, що для вищезгаданих матеріалів безрозмірні початкова та кінцева тем-

ператури p kT 3 11, T 1  . 

В якості рідин, що подаються на обмежувальні поверхні циліндра для зни-

ження рівня температури в ньому, взяли FC-72 [128]  

 

fg A 1 3

p,l s,f l

23 5
boil A,cn A,sat AB

Дж кг кгh 88000 , M 0.338 , 1680, 13.55 ,
кг моль м

Дж0.01, c 1100 , C 0.0055, 1.7, Pr 12.35,
кг K

мT 329 K, 0, p 30.9 10 Па , D 1 10 ,
с

n

p





         
       

      
  

      
  

 (3.3) 

та FC-87 [129] 

 

fg A 1 3

p,l s,f l

23 5
boil A,cn A,sat AB

Дж кг кгh 103000 , M 0.288 , 1650, 11.55 ,
кг моль м

Дж0.009, c 1100 , C 0.0055, 1.7, Pr 8.84,
кг K

мT 303 K, 0, p 81.1 10 Па , D 1 10 ,
с

n

p





         
       

      
  

      
  

 (3.4) 

які спеціально розроблені для використання в мікроелектроніці. Їх перевагами є 

термічна та хімічна стабільність, відсутність атомів хлору та водню, нетоксич-

ність, відсутність запаху, негорючість, вони є діелектриками. 
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При моделюванні із використанням лінеаризованої моделі використано такі 

значення констант [60] для вказаних рідин (табл.3.1): 

Таблиця 3.1. Значення констант для лінійної апроксимації 

Рідина FC-72 FC-87 

1  8.562930299 14.3884302 

2  -2427.41821 -3974 

У разі задання у якомусь із шарів джерел тепла, вважається, що вони розподі-

лені за параболічним законом 

   
 

 
   0

12

1

4
, 1, ,

i
i

i i

i i

W
W r r r r r i n

r r




    


 (3.5) 

причому для термочутливого тіла 

   
 

 
   

23 2

1 1 12

1

4Po 3 ,
3 2 6

i
i i

i i i i i i

i i

zz zW z z z z z z z z
z z

  



 
       

  
 

   
 

 
   

 

4 3 2
3 2

1 1 12

1
3

1

4Po 3
12 6 2 6

2 ,
12

i
i

i i i i i i i

i i

i
i i

z z z zW z z z z z z z z
z z

z
z z

  






       




  



 

а для нетермочутливого 

   
 

 
   

23 2
N

N 1 1 12

1

4Po
3 ,

3 2 6

i
i i

i i i i i i

i i

zz zW z z z z z z z z
z z

  



 
       

  
 

   
 

 
   

 

4 3 2
3 2N

N 1 1 12

1
3

1

4Po
3

12 6 2 6

2 .
12

i
i

i i i i i i i

i i

i
i i

z z z zW z z z z z z z z
z z

z
z z

  






       




  



 

Безрозмірний розподіл напружень багатошарового по осі термочутливого 

циліндра обчислювали за формулою (2.88), а нетермочутливого – (2.89). 

На рисунках розподіли температур чи напружень термочутливого циліндра 

зображено за допомогою суцільних ліній, нетермочутливого за опорних значень 

термомеханічних характеристик – використовуючи штрихові лінії, за середньо-

інтегральних – штрих-пунктирні. 
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3.2. Моделювання термопружного стану двошарового циліндра за задання на 

плоских обмежувальних поверхнях сталого потоку тепла та конвективного 

теплообміну  

3.2.1. Формулювання задачі 

Розглядається скінченний термочутливий циліндр [77, 98], зображений на 

рис.3.1, який складається із двох шарів різної товщини, виготовлених із різних 

матеріалів. На одній із плоских обмежувальних поверхонь 
1z z  заданий потік 

тепла  1
q , а через іншу плоску поверхню 3z z  ци-

ліндр конвективно обмінюється теплом із зовнішнім се-

редовищем сталої температури cnt . Коефіцієнт тепло-

обміну через цю поверхню сталий і рівний 
 2

 . У пло-

щині контакту циліндрів 2z z  рівномірно розподілені 

джерела тепла, які створюють потік тепла  2
q . Через 

теплоізоляцію циліндричної поверхні температурне 

поле змінюється лише у напрямку осьової координати циліндра. Вісь абсцис 

вибрана так, що її початок знаходиться під першою складовою. 

3.2.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель для визначення розподілу 

температури термочутливого циліндра у безрозмірному вигляді містить 

 рівняння теплопровідності для складових 

   * 10, , 1,2,
i i

i i i

dTd T z z z i
dz dz 

 
     
 

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

             
1 3

1 21 21 2
* 1 * 2 2 cnKi , Bi T 0,

z z z z

dT dT
T T T

dz dz
 

 
       

 
 

 умови контакту на поверхні дотику складових циліндра 

  

 

 

Рис.3.1. Циліндр дво-

шаровий за осьовою 

координатою 
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 

 

         

2 2

2 2

1
1 2 20 1 2

1 2 * 1 * 22

0

, Ki ,t

z z z z
z z z zt

dT dT
T T T T

dz dz 
 


    


  

Для побудови розв’язку сформульованої математичної моделі використано 

метод, викладений у другому розділі роботи. У результаті здійснення передбаче-

ного нею інтегрального перетворення Кірхгофа з неї отримано простішу неліній-

ну задачу на змінні Кірхгофа. Інтегруючи лінійні рівняння, отримані з рівнянь 

теплопровідності, знаходимо змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

 1 2C C , 1, 2,i i i iz z i      

де невідомі сталі інтегрування ijC , визначені за методикою, обчислюються за 

формулами 

 
 

 
   

1
1 1 20

11 21 2

0

C Ki , C Ki Ki ,t

t

 
       

 

   
    

2
1

1 12 2 11 2 1
22 12 2 1

1

1 2 C Ki 1
C C Ki ,

2

k z zk k
z z

k

         
 
 

 

причому 12С  визначається з рівняння 

 

 
     

 

 
 

     

1 1
1 2 2 10 0

22 2
20 0

1
2 2

3 2 22 p cn

1Ki Ki Bi 1 2 Ki

Ki С 1 T T 0,

t t

t t

k
k

z z

   
        


       

 

 

розв’язки якого не наводимо через його громіздкість. Їх отримано з допомогою 

програми аналітичних перетворень. Під час числових досліджень використовуємо 

той із них, який забезпечує фізично коректний розподіл температури, який обчис-

люємо за формулою (2.13).  

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірному вигляді 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд 

2
N

12
0, , 1, 2,

i

i i

d T
z z z i

dz
     
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     
1 3

1N 2 N1 2
2 N cnKi , Bi T 0,

z z z z

dT dT
T

dz dz
 

 
     

 
 

 

 

 

2 2

22

1
1N 2 N 20

1N 2 N 2

0

, Ki .t

z z z z
z zt z z

dT dT
T T

dz dz 



  

  

Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

мають вигляд 

   N 1 2C C , 1, 2,
i

i i iT z z i     

де сталі інтегрування мають вигляд: 

 
 

 
   

1
1 1 2N

11 N 21 N N2
N

C Ki , C Ki Ki ,t

t


    


 

 

 
   

 
   

1
1 2 1N

12 N N 3 2 N 2 1 cn2 2
N N

1C Ki Ki Ki T ,
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t

t

z z z z
   

             
 

 

 
   

 

1
1 2N

22 N N 3 2 cn2 2
N N

1C Ki Ki .
Bi

t

t

z z T
   

           
  

3.2.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого шару циліндра є кераміка (3.1), а другого – тита-

новий сплав (3.2). Для дослідження впливу безрозмірного критерію Біо  2
Bi  ко-

ординати меж шарів циліндра прийняли рівними: 1 0,z  2 0.3,z  3 1z  , причому 

за характерний розмір взяли значення 0 3l z . Значення безрозмірних температур:

pT 3 11 , kT 1 , cnT 1 2 , а критеріїв Біо та Кірпічова –    2
Bi 1, 2, 3 ,

 1Ki 0.4 . На рис.3.2 червоні лінії відповідають значенню  2
Bi 1 , сині – 2, 

зелені – 3. 

Під час дослідження впливу значень безрозмірного критерію Кірпічова  1Ki  

на розподіли температур та напружень в циліндрі, вхідні параметри задачі задали 

таким чином:  2
Bi 2 , 

   1
Ki 0.1, 0.3, 0.5 , 

 2
Ki 0 , а значення інших пара-

метрів залишили незмінними. На рис.3.3 подано графіки розподілів температури 

та напружень двошарового циліндра за заданих вхідних даних, причому лінії чер-

воного кольору відповідають значенню 
 1Ki 0.1 , синього – 0.3, зеленого – 0.5. 
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Вплив значень безрозмірного критерію Кірпічова  2
Ki  на розподіли темпе-

ратур та напружень в циліндрі досліджували, задавши так вхідні параметри зада-

чі: cnT 3 11 , 
 2

Bi 3 , 
 1Ki 0.5 , 

   2
Ki 0, 0.1, 0.2 . Значення інших пара-

метрів залишили незмінними. На рис.3.3 подано графіки розподілів температури 

та напружень двошарового циліндра за заданих вхідних даних, причому лінії чер-

воного кольору відповідають значенню 
 2

Ki 0 , синього – 0.1, зеленого – 0.2. 

Рис.3.2. Залежність розподілів температур (а) та напружень (б)  

від критерію Біо  

а б 

а б 

Рис.3.3. Залежність розподілів температур (а) та напружень (б) 

від критерію Кірпічова  
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Рис.3.4. Залежність розподілів температур (а) та напружень (б) 

від критерію Кірпічова  

а б 

З рис. 3.3–3.4 видно, що розподіли температур та напружень термочутливого 

циліндра найкраще наближаються такими розподілами аналогічного нетермочут-

ливого циліндра за використання середньоінтегральних значень коефіцієнтів теп-

лопровідності. При цьому, максимальні розбіжності між розподілами температур 

термочутливого і нетермочутливого циліндрів сягають 15% . Однак, мають місце 

досить великі кількісні (більше 50%) та якісні (розтяг в термочутливому і стиск у 

нетермочутливому циліндрі, чи навпаки) розбіжності між розподілами напру-

жень, а, отже, не варто нехтувати термочутливістю матеріалів шарів. 

3.3. Моделювання термопружного стану двошарового циліндра за задання на 

плоских обмежувальних поверхнях сталої температури та конвективно-

променевого теплообміну  

3.3.1. Формулювання задачі 

Нехай скінченний термочутливий циліндр [91, 93], зображений на рис.3.5 

складається із двох різної висоти шарів, виготовлених із різних матеріалів. На од-

ній із плоских обмежувальних поверхонь 1z z  задано сталу температуру c1t , а 

через іншу плоску поверхню 3z z  відбувається конвективно-променевий тепло-

обмін із зовнішнім середовищем сталої температури cnt . Коефіцієнт теплообміну 
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через цю поверхню та ступінь чорноти сталі та рівні 

 2
  та 

 2
  (

 2
0 1   ) відповідно. В площині контак-

ту шарів циліндра 
2z z  наявні рівномірно розподіле-

ні джерела тепла (3.5), які створюють потік тепла  2
q . 

Через теплоізоляцію циліндричної поверхні потік теп-

ла проходить лише в одному напрямі – вздовж осі ци-

ліндра, то вісь абсцис вибрана так, що її початок зна-

ходиться під першим шаром. 

3.3.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель для визначення розподілу 

температури термочутливого циліндра у безрозмірному вигляді містить 

 рівняння теплопровідності для складових 

   * 10, , 1, 2,
i i

i i i

dTd T z z z i
dz dz 

 
     
 

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

           
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z z
z z

dT
T T T T

dz


 
       

   

 умови контакту на поверхні дотику складових циліндра 

 

 
         

2 2
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Представлений у другому розділі метод передбачає застосування перетворен-

ня Кірхгофа при розв’язуванні сформульованої задачі. У результаті початково не-

лінійна задача значно спрощується до такої задачі у змінних Кірхгофа. Інтегру-

вання лінійних рівнянь, отриманих із рівнянь теплопровідності, дає можливість 

знайти змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

 1 2C C , 1, 2,i i i iz z i      

де невідомі сталі інтегрування визначаються так 

  
Рис.3.5. Циліндр 

двошаровий за 

осьовою координатою 
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причому для визначення сталої 21С  необхідно розв’язати рівняння 

      
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корені якого отримано з допомогою програми аналітичних перетворень. Під час 

числових досліджень використовуємо той із них, який забезпечує фізично ко-

ректний розподіл температури.  

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд 

2
N
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Рівняння для визначення розподілу температури термочутливого циліндра 

мають вигляд 

   N 1 2C C , 1, 2,
i

i i iT z z i     

де сталі інтегрування визначаються таким чином: 

 
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а 21C  визначається з рівняння 
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3.3.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого шару циліндра є кераміка (3.1), а другого – тита-

новий сплав (3.2). Вхідні дані задали таким чином: 1 0,z  2 0.4,z  3 1z  , 

pT 3 11 , kT 1 , c1T 4 11 , cnT 3 11 ,    2
Bi 0, 3 ,    2

Sk 0, 3 ,  2
Ki 1 . 

Графіки розподілів температур та напружень циліндрів зображено на рис.3.6. 

Зазначимо, що тут лінії червоного кольору відповідають значенням 
 2

Bi 0 , 

 2
Sk 3 , синього – 

 2
Bi 3 , 

 2
Sk 3 , зеленого – 

 2
Bi 3 , 

 2
Sk 0 . 

З рис.3.6. видно, що розподіли температур та напружень у термочутливому 

циліндрі краще наближаються такими розподілами в аналогічному нетермочутли-

вому за середньоінтегральних значень механічних характеристик. При цьому мак-

симальні розбіжності між розподілами температур сягають 3%, а між розподілами 

напружень вони можуть перевищувати 50%. Зазначимо також, що за заданих 

вхідних даних променевий теплообмін спрямований на охолодження тіла. 

Вхідні дані для дослідження залежності розподілів температур і напружень в 

циліндрі від критерію Кірпічова  2
Ki  вибрали таким чином: 

 2
Bi 3 , 

 2
Sk 3 , 

   2
Ki 0, 0.5, 1 , а решту параметрів залишили незмінними.  

Графіки залежностей розподілів температур і напружень від критерію Кірпі-

чова представлено на рис. 3.7, з якого видно, що збільшення значення цього кри-

терію призводить до підвищення температури в циліндрі, причому, якщо при 

 2
Ki 0 , краще наближення до розподілу термочутливого циліндра дає такий 

розподіл за використання опорних значень коефіцієнта теплопровідності, то для 
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 2
Ki 0  – за середньоінтегральних. Подібна ситуація спостерігається і для 

напружень. Однак, в даному випадку нехтування термочутливістю призводить до 

великих кількісних розбіжностей (більше 50%). 

  

Рис.3.7. Залежність розподілів температур (а) 

 та напружень (б) від критерію Кірпічова  

а б 

Рис.3.6. Залежність розподілів температур (а)  

та напружень (б) від критеріїв Біо  та Старка  

а б 
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3.4. Моделювання термопружного стану тришарового циліндра за 

підтримання сталих температур на плоских обмежувальних поверхнях 

3.4.1. Формулювання задачі 

Розглядається скінченної висоти термочутливий циліндр [94, 176] (рис. 3.8.), 

який складається з трьох різної висоти шарів, виготовлених із різних матеріалів. 

Циліндр нагрівається розташованими в другому шарі джерелами тепла (3.5), 

причому 2i  . На плоских обмежувальних поверхнях 

складників циліндра  1 4,z z z  підтримуються сталі 

температури  c1 cnt t , t , а їх зовнішні поверхні теп-

лоізольовані. На поверхнях дотику сусідніх складників 

 2 3,z z z  виконуються умови ідеального теплового 

контакту. За заданих теплових дій і теплової ізоляції 

циліндричної поверхні потік тепла у радіальному на-

прямі відсутній, а, отже, розподіл температури в 

циліндрі буде залежати від осьової координати. 

3.4.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель для визначення розподілу 

температури термочутливого циліндра у безрозмірному вигляді містить 

 рівняння теплопровідності для складових 

       * 2 1, , 1,3,
i ii
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dz dz 
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 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 
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 умови контакту на поверхні дотику складових циліндра 
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Рис.3.8. Циліндр 

тришаровий за осьовою 

координатою 
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Представлений у другому розділі метод передбачає застосування перетворен-

ня Кірхгофа при розв’язуванні сформульованої задачі. Отримана задача у змінних 

Кірхгофа є простішою у порівнянні із вихідною нелінійною. Змінні Кірхгофа зна-

ходяться із рівнянь 

     1 2 2C C , 1,3,
i

i i i i iz z W z i        

що є результатом інтегрування рівнянь теплопровідності, де 1, ,

0,ik

i k

i k


 


 – 

символ Кронекера. Невідомі сталі  C 1,3, 1, 2ij i j   інтегрування визначаються 

так: 
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причому 11С  визначається з рівняння 
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розв’язки якого отримано з допомогою програми аналітичних перетворень. Їх не 

наводимо через громіздкість. Під час числових досліджень використовуємо той із 

них, який забезпечує фізично коректний розподіл температури.  

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд 
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Рівняння для визначення розподілу температури термочутливого циліндра 

мають вигляд 
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де сталі інтегрування визначаються таким чином 
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3.4.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого та третього шарів циліндра є кераміка (3.1), а 

другого – титановий сплав (3.2). Для дослідження впливу безрозмірного критерію 

Померанцева на розподіли температур та напружень циліндра вхідні дані задали 

таким чином: 1 0,z   2 0.2,z   3 0.8z  , 4 1z  , pT 3 11 , kT 1 , c1T 3 11 , 

cnT 4 11 , 
   2

Po 0.1, 1, 3    . Графіки розподілів температур і напружень 

подано на рис.3.9, причому червоні лінії відповідають значенню 
 2

Po 0.1  , 

сині – 1 , зелені – 3 . 

З рис.3.9 видно, що збільшення абсолютного значення безрозмірного крите-

рію Померанцева призводить до більшого нагрівання циліндра, а результатом 

цього є збільшення напружень у кожному шарі. Як і в попередньому прикладі, 

краще наближення до розподілу температури термочутливого циліндра дають такі 

розподіли нетермочутливого за використання середньоінтегральних значень кое-
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фіцієнта теплопровідності (максимальні різниці – не більше 4% ), а напружень – 

за використання опорних значень механічних характеристик матеріалів. Однак, 

при експрес-оцінці напруженого стану циліндра не варто нехтувати термочутли-

вістю матеріалів, оскільки це може призвести до досить великих кількісних (а в 

деяких випадках і якісних) розбіжностей (максимальних різниць). Зокрема вони 

можуть перевищувати 50% . 

3.5. Моделювання термопружного стану тришарового циліндра за задання на 

плоских обмежувальних поверхнях сталого потоку тепла та тепловідведення 

кипінням рідини 

3.5.1. Формулювання задачі 

Розглядається скінченний термочутливий циліндр [81, 97] (рис.3.10), який 

складається із трьох циліндрів різної висоти, виготовлених із різних матеріалів. 

На одній із плоских обмежувальних поверхонь 1z z  заданий сталий потік тепла 

 1
q , а через іншу плоску поверхню 4z z  відбувається відведення тепла шляхом 

кипіння рідини. Коефіцієнт теплообміну через цю поверхню сталий і рівний 
 3

 , 

а температура середовища, з яким відбувається теплообмін – cnt . Циліндр нагрі-

Рис.3.9. Залежність розподілів температур (а)  

та напружень (б) від критерію Померанцева   

а б 
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вається наявними у внутрішньому шарі джерелами 

тепла (3.5). В інших складових циліндра джерела 

тепла відсутні. На межі дотику сусідніх складових 

 2 3,z z z  виконуються умови ідеального теплового 

контакту. Циліндричні поверхні кожного із складових 

є теплоізольованими, тобто потік тепла через них 

відсутній. Через теплову ізоляцію циліндричних 

поверхонь складових розподіл температури в циліндрі 

буде залежати лише від осьової координати. 

3.5.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірному вигляді для 

визначення розподілу температури термочутливого циліндра включає 

 рівняння теплопровідності для складових 

       * 2 1, , 1,3,
i ii

i i i i

dTd T W z z z z i
dz dz 

 
      
 

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

     
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1 11
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z z
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

 
      
 

 

 умови контакту на поверхні дотику складових циліндра 

 

 
       

1
10 1

1 * 1 *

0

, , 2,3.
i i

i i

i
i it i i

i i i iz z z z i
z z z zt

dT dT
T T T T i

dz dz


 

  
 


    


 

За допомогою запропонованої у другому розділі методики визначення тепло-

вого стану багатошарових циліндрів отримано розв’язок сформульованої задачі 

теплопровідності. Перетворення Кірхгофа дозволяє значно спростити сформу-

льовану задачу теплопровідності. Інтегруючи лінійні рівняння, отримані з рівнянь 

теплопровідності, знаходимо змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

     1 2 2C C , 1, 2.
i

i i i i iz z W z i        

 

 

Рис.3.10. Циліндр 

тришаровий за осьовою 

координатою 
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При цьому сталі інтегрування визначаються так 
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а 12С  визначається з рівняння 
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розв’язки якого не наводимо через їх громіздкість. Їх отримано з допомогою про-

грами аналітичних перетворень. Під час числових досліджень використовуємо 

той із них, який забезпечує фізично коректний розподіл температури.  

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд  

   

2
N

N 2 12
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i i
i i i

d T
W z z z z i

dz
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Рівняння для визначення розподілу температури термочутливого циліндра 

мають вигляд 
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а 12C  визначається з рівняння 
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3.5.3. Числові дослідження 

Для проведення числових досліджень припустили, що матеріалом першого і 

третього шарів є кераміка (3.1), а другого – титановий сплав (3.2), за координати 

меж складових циліндра взяли 1 0,z  2 0.3,z   3 0.9,z   4 1z  , за характерний 

розмір – 0 4l z . Значення безрозмірних температур прийняли такими: pT 3 11,  

kT 1,  cnT 3 11 , 
 3

boilT 3 11 , безрозмірних критеріїв –  2
Po 0.5,    3

Bi 2,  

 1Ki 0.2 . Для дослідження ефективності відведення тепла з обмежувальної по-

верхні 4z z  за рахунок кипіння рідини величину  3

boilM  приймали рівною 0, 1, 3, 5, 7.  
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Рис.3.11. Залежність розподілу 

температури термочутливого 

циліндра від сталої кипіння 

На рис. 3.11 зображено розподіли температур в термочутливому циліндрі, 

причому лінія 1 відповідає значенню  3

boilM 0 , 2 –  3

boilM 1 , 3 –  3

boilM 3 , 4 – 

 3

boilM 5 , 5 –  3

boilM 7 . Як бачимо, збіль-

шення значення  3

boilM  суттєво впливає на 

розподіл температури, а саме веде до її зни-

ження в кожному шарі циліндра. Зокрема, 

при  3

boilM 7  температура в точці 0z   

зменшилася на 11.7% , в точці 0.3z   – на 

12.6% , в точці 0.9z   – на 13.9% , в точці 

1z   – на 15.7%  в порівнянні з суто кон-

вективним теплообміном (  3

boilM 0 ). 

Для дослідження впливу термочутли-

вості матеріалів на розподіли температур та 

напружень побудували ці розподіли за осьовою координатою (рис. 3.12) для 

значень    3

boilM 0,3,5 , при цьому інші вхідні параметри задачі залишили не-

змінними. 

Як бачимо, розподіли температур та напружень у термочутливому циліндрі 

найкраще наближаються такими розподілами в аналогічному нетермочутливому 

циліндрі за середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик його 

складових. Однак, якщо максимальні розбіжності для розподілів температур сяга-

ють 1.5% , то для розподілів напружень вони можуть навіть перевищувати 50% , а 

тому нехтування термочутливістю матеріалів складових циліндра при визначенні 

його напруженого стану дасть хибні результати. Зазначимо також, що зміна 
boilM  

мало впливає на кількісну зміну розподілу напружень нетермочутливого циліндра 

за опорних значень механічних характеристик. 
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Досліджували вплив інтенсивності джерела тепла (безрозмірного критерію 

Померанцева) на розподіли температур та напружень у циліндрі. Вхідні парамет-

ри задали таким чином: взяли 
1 0,z   

2 0.3,z   
3 0.8,z   

4 1z  , 
cnT 5 11 , 

 3

boilT 5 11 ,    2
Po 0.3, 0, 0.3 ,    3

Bi 2,   1Ki 0.1,  
 3

boilM 2 . Графіки розпо-

ділів температур і напружень подано на рис. 3.12, причому червоні лінії відпові-

дають значенню 
 2

Po 0.3   (джерело тепла), сині – 
 2

Po 0.3  (стік тепла), 

зелені – 
 2

Po 0  (відсутність джерела чи стоку). 

а б 

Рис.3.12. Залежність розподілів температур (а)  

та напружень (б) від сталої кипіння  

Рис.3.13. Залежність розподілів температур (а)  

та напружень (б) від критерію Померанцева  

а б 
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З рис. 3.13а видно, що розподіли температур термочутливого циліндра краще 

наближаються такими розподілами аналогічного нетермочутливого циліндра за 

опорних значень коефіцієнта теплопровідності, якщо всередині другого шару при-

сутній стік тепла, а у інших випадках – за середньоінтегральних значень коефіці-

єнта теплопровідності. Максимальні розбіжності між розподілами температури 

термочутливого і нетермочутливого циліндрів не перевищують 5% . При цьому, 

якщо у циліндрі присутній стік тепла, використання опорних значень механічних 

характеристик для побудови розподілів напружень (рис.3.9б) у циліндрі дає дово-

лі хороше наближення до розподілу напружень в аналогічному термочутливому 

циліндрі. Однак, нехтування термочутливістю матеріалів, якщо у циліндрі при-

сутні джерела тепла, призводить до великих кількісних (більше 50% ) і якісних 

(стиск у термочутливому і розтяг у нетермочутливому чи навпаки) розбіжностей. 

3.6. Моделювання термопружного стану тришарового циліндра за задання на 

плоских обмежувальних поверхнях сталого потоку тепла та тепловідведення 

випаровуванням рідини 

3.6.1. Формулювання задачі 

Розглядається скінченний термочутливий циліндр [80, 92] (рис.3.14), який 

складається із трьох шарів різної довжини, виготов-

лених із різних матеріалів. На одній із плоских обме-

жувальних поверхонь 1z z  заданий сталий потік 

тепла 
 1

q , а через іншу плоску поверхню 4z z  від-

бувається відведення тепла шляхом випаровування 

рідини. Коефіцієнт теплообміну через цю поверхню 

сталий і рівний 
 3

 , а температура середовища, з 

яким відбувається теплообмін – cnt . Циліндр нагріва-

ється наявними у внутрішньому шарі джерелами 

тепла (3.5), де 2i  . В інших складових циліндра джерела тепла відсутні. На межі 

дотику сусідніх складових  2 3,z z z  виконуються умови ідеального теплового 

 

 

Рис.3.14. Циліндр 

тришаровий за осьовою 

координатою 

 

 
 

 

 

 

 



103 

 

контакту. Циліндричні поверхні кожного із складових є теплоізольованими, а 

отже потік тепла через них відсутній. Через теплову ізоляцію циліндричних 

поверхонь складових розподіл температури в циліндрі залежатиме лише від 

осьової координати. 

3.6.2. Математична модель розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірному вигляді для 

визначення розподілу температури термочутливого циліндра включає 

 рівняння теплопровідності для складових 

       * 2 1, , 1,3,
i ii

i i i i

dTd T W z z z z i
dz dz 

 
      
 

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

     

1

1 11
* 1 Ki ,

z z

dT
T

dz


    

         

4

A,sat A,c3 3 33
* 3 3 cn evap

3 cn

p p
Bi T M 0;

T
z z

dT
T T

dz T


   
        

     

 умови контакту на поверхні дотику складових циліндра 

 

 

       
1

10 1
1 * 1 *

0

, , 2,3.
i i

i i

i
i it i i

i i i iz z z z i
z z z zt

dT dT
T T T T i

dz dz


 

  
 


    


 

Лінеаризована модель відрізняється від даної лише крайовою умовою на 

обмежувальній поверхні 4z z . Вона є такою: 

             
4

3 3 3 33
* 3 3 cn evap 1 3Bi T M 0.

z z

dT
T T T

dz


 
        
 

 

Для побудови розв’язку сформульованої математичної моделі здійснено 

передбачене представленою у другому розділі методикою інтегральне перетво-

рення Кірхгофа. У результаті отримано простішу нелінійну задачу на змінні 

Кірхгофа. Інтегруючи лінійні рівняння, отримані з рівнянь теплопровідності, 

знаходимо змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

     1 2 2C C , 1, 2,
i

i i i i iz z W z i        
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 
 

 
 

 

 

 

 
     

1 2 1
1 1 1 2

11 21 31 32 3 2
C Ki , C Ki , C Ki ,t t t

t t t

W z
   

           

 

   

    

1
22 2 1 12

2
1

2 1 1 2 1 12

1

C Ki C

1 2 Ki C 1
,

2

z z

k k k z z

k

    

      
  

 
 

 

3

3

2

2 23 2
32 2

2

1 2 1
C ,

2
z z

z z

kk k

k




   
     

 

 

 
 

 
   

    

3

1
1

2 3 2 2 1 122

2
1

2 1 1 2 1 12

1

Ki C

1 2 Ki C 1
,

2

t
z z

t

z z z z

k k k z z

k



 
          

      
  

 
 

 

а 12С , якщо використовується лінеаризована модель, визначається з рівняння 

   

 

4

4

3 3 3
31 4 3 p cn

3
1

3 33 A,c
evap A,sat p

3 cn

1 2 1
C Bi T T

1 2 1 p
M 0,p T

T

k
z z

k

k

k







   
     

 
    
    
   

  

 

та 

   

   

4

4

3 3 3
31 4 3 p cn

3

3 33
evap 1 p

3

1 2 1
C Bi T T

1 2 1
M T 0,

n

k
z z

k

k

k





   
     

 
    
       
  

  

 

для нелінеаризованої моделі. Розв’язки наведених рівнянь не наводимо через гро-

міздкість. Їх отримано за допомогою програми аналітичних перетворень. Під час 

числових досліджень використовуємо той із них, який забезпечує фізично корект-

ний розподіл температури.  

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд  

 



105 

 

   

2
N

N 2 12
, , 1,3,

i i
i i i

d T
W z z z z i

dz
      

 

1

1N 1
NKi ,

z z

dT

dz


   

     

4

3 N A,sat A,c33
N 3N cn N boil

3N cn

p p
Bi T M 0,

T
z z

dT
T

dz T


   
       

     

 

 

1
1N N0

1N N

0

, , 2,3.
i i

ii

i
i it

i i iz z z z
z zt z z

dT dT
T T i

dz dz




  



  

  

У лінеаризованій моделі умова на поверхні 4z z  матиме вигляд 

         
4

3 N 33
N 3N cn N boil 1 3NBi T M 0.

n

z z

dT
T T

dz


 
       

 
 

Рівняння для визначення розподілу температури термочутливого циліндра 

мають вигляд 

     
N 1 2 NC C , 1, 2,

i i
i i iT z z W i      

причому сталі інтегрування обчислюються таким чином 

 
 

 
     

1
1 1 1N
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 
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причому 12C  визначається з рівняння 

      

 

 

3
31 4 3 N 31 4 3 32 cn

A,sat A,c3
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cn31 4 3 32
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M 0,

TC C

z z z z

z z

     

 
   

  

 

якщо використовується нелінеаризована модель і  

      
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3.6.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого і третього шарів є кераміка (3.1), а другого – 

титановий сплав (3.2). За координати меж шарів циліндра взяли 1 20, 0.3,z z   

3 40.7, 1z z  , за характерний розмір – 0 4l z . Значення безрозмірних темпера-

тур прийняли такими: p cnT T 3 11  , kT 1 , безрозмірних критеріїв – 

 2
Po 0.5,    3

Bi 0.5,   1
Ki 0.2  . 

Результати моделювання процесу випаровування рідини з поверхні із засто-

суванням лінеаризованої та нелінійної моделей зображено на рис. 3.15. Тут черво-

ними лініями позначено розподіли температур та напружень за використання рі-

дини FC-72 (3.3), а синіми – FC-87 (3.4), причому пунктирні лінії описують 

відповідні розподіли лінеаризованої моделі.  

Обрахунки показали, що розподіли температур та напружень лінеаризованої 

та нелінійної моделей мають досить великі кількісні (більше 50% ), а іноді і 

якісні, розбіжності. 

Для дослідження впливу залежності термомеханічних характеристик мате-

ріалів шарів циліндра від температури на рівень і характер розподілів температур 

і напружень, побудували графіки розподілів температур і напружень (рис.3.16) 

для термочутливого та нетермочутливого циліндрів. Вхідні дані залишили такими 

ж, як у попередньому дослідженні. Червоні криві описують термопружний стан 

циліндра без охолоджування його шляхом випаровування (конвективний теплооб-

мін), сині відповідають випадку використання у якості охолоджуючої рідини  

FC-72, зелені – рідини FC-87. 

З рис. 3.16 видно, що тепловідведення з обмежувальних поверхонь багатоша-

рових структур шляхом випаровування рідини є досить ефективним, а найкраще 

охолодження дає рідина FC-87, причому значення розподілів температур і напру-

жень в шарах зменшують свої значення на більш, ніж на 30% . Також, розподіли 

температур у термочутливому циліндрі краще наближаються такими розподілами 

в аналогічному нетермочутливому циліндрі за середньоінтегральних значень 
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коефіцієнті теплопровідності матеріалів його шарів, що може бути корисним при 

їх експрес-оцінці. 

Однак, використання моделі нетермочутливого тіла для визначення темпера-

турних напружень дає погане наближення до такого розподілу термочутливого 

циліндра, зокрема, максимальні різниці можуть перевищити 50% . 

Досліджували вплив інтенсивності джерела тепла (безрозмірного критерію 

Померанцева) на розподіли температур та напружень у циліндрі. Вхідні парамет-

Рис.3.15. Розподіли температур (а) та напружень (б) 

за використання нелінійної та лінеаризованої моделей 

а 

б 

а б 

Рис.3.16. Розподіли температур (а) та напружень (б) 

в залежності від використаної рідини для охолодження циліндра 
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ри задали таким чином: взяли 
1 0,z   

2 0.2,z   
3 0.8,z   

4 1z  , 
cnT 3 11 , 

   2
Po 0.15, 0, 0.15 ,    3

Bi 1,  
 1Ki 0.3 . Графіки розподілів температур і на-

пружень подано на рис. 3.17, причому червоні лінії відповідають значенню 

 2
Po 0.15   (джерело тепла), сині – 

 2
Po 0.15  (стік тепла), зелені – 

 2
Po 0  

(відсутність нагрівального елемента в циліндрі). 

З рис. 3.17а видно, що, якщо всередині другого шару присутній стік тепла, 

розподіли температур термочутливого циліндра краще наближаються такими роз-

поділами аналогічного нетермочутливого циліндра за середньоінтегральних зна-

чень коефіцієнта теплопровідності. Однак, нехтування термочутливістю матеріа-

лів призводить до достатньо великих (більше 50% ) кількісних і якісних (стиск у 

термочутливому і розтяг у нетермочутливому чи навпаки) розбіжностей у розпо-

ділах напружень. 

  

а б 

Рис.3.17. Залежність розподілів температур (а) та напружень (б) 

від критерію Померанцева  
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3.7. Порівняння розподілів температури та напружень за тепловідведення 

шляхом кипіння і випаровування рідини з плоских обмежувальних 

поверхонь 

Розглянемо задачі теплопровідності, представлені у пунктах 3.5 та 3.6. Як ба-

чимо, моделі розподілів температур циліндрів відрізнятимуться лише умовами на 

обмежувальній поверхні 
4z z . Дослідимо ефективність кожного з методів тепло-

відводу: випаровування та кипіння рідин на поверхнях. 

Нехай матеріалом першого і третього шарів є кераміка (3.1), а другого – тита-

новий сплав (3.2). За координати меж шарів циліндра взяли 1 20, 0.3,z z   

3 40.9, 1,z z   за характерний розмір – 0 4l z . Значення безрозмірних температур 

прийняли такими: p cnT T 3 11  , kT 1 , безрозмірних критеріїв –  2
Po 0.5,   

 3
Bi 1.6,   1

Ki 0.2 . В якості охолоджуючих рідин використаємо FC-72 (3.3) та 

FC-87 (3.4) з температурами кипіння 
 3

boilT 329 1100  та 
 3

boilT 303 1100  

відповідно. 

Графіки розподілів температур подано на рис. 4.18. Зазначимо, що червони-

ми лініями зображено розподіли температур циліндра без тепловідведення з зов-

Рис.3.18. Залежність розподілів температур (а) та напружень (б) 

від критерію Померанцева  

 

б а 
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нішньої поверхні 4z z  (суто конвективний теплообмін), синіми – при випарову-

ванні рідини FC-72, а блакитними – FC-87, зеленими – при кипінні рідини FC-72, 

а фіолетовими – FC-87. 

Бачимо, що кращий тепловідвід здійснюється за використання рідини FC-87. 

Більше того, інтенсивніше зменшуватиметься рівень температури та напружень, 

якщо на поверхні відбуватиметься кипіння рідини, ніж її випаровування. Що сто-

сується врахування термочутливості матеріалів шарів циліндра, то температури 

краще наближаються такими розподілами аналогічного нетермочутливого цилінд-

ра за середньоінтегральних значень коефіцієнта теплопровідності при випарову-

ванні рідини і опорних – при кипінні. Для розподілів напружень навпаки – за 

середньоінтегральних при кипінні та опорних при випаровуванні рідини. Однак, 

якщо для розподілів температур максимальні розбіжності між термочутливим і 

нетермочутливим циліндрами складає 12% , то для напружень кількісні розбіж-

ності перевищують 50% .  

3.8. Висновки до розділу 

Отримано розв’язки задач теплопровідності та термопружності для термочут-

ливих та аналогічних їм нетермочутливих шаруватих за осьовою координатою 

циліндричних тіл. При цьому брались до уваги різні крайові умови теплообміну 

між циліндром та зовнішнім середовищем: стала температура чи тепловий потік, 

конвективний, променевий чи конвективно-променевий теплообміни, відведення 

тепла шляхом кипіння чи випаровування рідини з поверхні. У якості матеріалів 

шарів тіла вибрано кераміку ZrO2 та титановий сплав Ti-6Al-4V, а охолоджуючих 

рідин – FC-72 та FC-87, що спеціально розроблені для використання в 

мікроелектроніці. 

Здійснено порівняльний аналіз отриманих результатів та досліджено вплив 

термочутливості матеріалів шарів циліндричних тіл, а також значень безрозмір-

них критеріїв Біо, Кірпічова, Старка та Померанцева на характер та рівень 

розподілів температур та напружень. 
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Встановлено, що нехтування термочутливістю матеріалів при визначенні роз-

поділів температур циліндра цілком допустиме, оскільки максимальні розбіжності 

між розподілами термочутливого та нетермочутливого циліндрів є достатньо ма-

лими. Це, однак, не має місця при визначенні розподілів напружень. Так, при до-

слідженнях спостерігались великі кількісні (більше 50%) та якісні (розтяг в термо-

чутливому та стиск у нетермочутливому чи навпаки) розбіжності між розподіла-

ми напружень. 

Досліджено методи тепловідведення шляхом кипіння та випаровування ріди-

ни з обмежувальних поверхонь. Ці методи є досить ефективними, оскільки 

достатньо добре контролюють тепловий стан тіла – температура може знизитися 

до 30% . Показано, що використання лінеаризованої крайової умови відведення 

тепла шляхом випаровування рідини, не дає точного розв’язку математичної 

моделі.  
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РОЗДІЛ 4. МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОВОГО ТА ТЕРМОПРУЖНОГО 

СТАНУ ШАРУВАТИХ ЗА РАДІАЛЬНОЮ КООРДИНАТОЮ 

ТЕРМОЧУТЛИВИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛ ЗА СКЛАДНОГО 

ТЕПЛООБМІНУ 

У четвертому розділі [49, 76, 80, 81, 96, 158] визначено температурні поля 

радіально-шаруватих термочутливих та нетермочутливих порожнистих цилінд-

ричних тіл за різних умов теплообміну на обмежувальних поверхнях, які були 

наведені у другому розділі, та наявності тепловиділень всередині шарів. Визначе-

но компоненти напружено-деформованого стану. Здійснено порівняльний аналіз 

отриманих результатів та досліджено вплив термочутливості матеріалів шарів, а 

також значень безрозмірних критеріїв на характер та рівень розподілів температур 

та компонент напружено-деформованого стану. 

4.1. Вхідні дані, що використовуються для визначення розподілів температур 

та компонент напружено-деформованого стану радіально-шаруватих термо-

чутливих та нетермочутливих циліндрів 

Вхідними даними, які необхідні для отримання розподілів температур та 

напружень n-шарового за радіальною координатою порожнистого циліндра, є: 

 значення теплових (коефіцієнтів теплопровідності  i
t ) та механічних (коефі-

цієнтів Пуассона 
 i , температурних коефіцієнтів лінійного розширення   i

t  

та модулів пружності 
 iE ) характеристик матеріалів шарів циліндра, 1,i n ; 

 безрозмірні координати меж шарів циліндра , 1, , 0i ii n    ; 

 безрозмірні початкова pT  та кінцева kT  температури із діапазону задання 

температур; 

 безрозмірні температури середовищ c1 cnT , T , якщо умовами теплообміну на 

обмежувальних поверхнях є стала температура, конвективно-променевий 

теплообмін, або тепловідведення шляхом кипіння чи випаровування рідини з 

поверхні; 
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 безрозмірні критерії Померанцева    Po 1,
i

i n  для кожного шару циліндра, в 

якому наявні джерела тепла. Як відомо, критерій Померанцева виражає 

відношення кількості тепла, що виділяється джерелом за одиницю часу в 

об’ємі R, до максимальної кількості тепла, що передається теплопровідністю; 

 безрозмірні критерії Кірпічова    Ki 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверх-

нях циліндра задано умови сталого теплового потоку. За означенням, критерій 

Біо характеризує теплообмін між твердим тілом і зовнішнім середовищем; 

 безрозмірні критерії Біо    Bi 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверхнях ци-

ліндра задано конвективний чи конвективно-променевий теплообміни, а також 

умови тепловідведення шляхом кипіння чи випаровування рідини з поверхонь. 

Цей критерій виражає відношення потоку тепла, підведеного до тіла, до пото-

ку тепла відведеного всередину тіла; 

 безрозмірні критерії Старка    Sk 1,
i

i n , якщо на обмежувальних поверхнях 

циліндра виконуються умови конвективно-променевого теплообміну; 

 стала кипіння    boilM 1,
i

i n , якщо тепловідведення в циліндрі відбувається 

шляхом кипіння рідини на обмежувальних поверхнях; 

 стала випаровування 
   boilM 1,
i

i n , якщо тепловідведення в циліндрі відбува-

ється шляхом випаровування рідини із зовнішніх обмежувальних поверхонь. 

При проведенні числових досліджень припустили, що матеріалами шарів 

циліндра є кераміка 2ZrO  (3.1) та титановий сплав Ti 6Al 4V   (3.2) у різних їх 

комбінаціях, а у якості охолоджуючих рідин взяли FC-72 (3.3) та FC-87 (3.4). 

У разі задання у якомусь із шарів джерел тепла, вважається, що вони розподі-

лені за параболічним законом (3.5), причому для термочутливого тіла 

   
 

 
 

33 22

1 1 12

1

4PoW ,
4 3 2 6 2

i i i
i i i i i

i i

  



      
                    
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а для нетермочутливого 
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Розподіли компонент напружено-деформованого стану багатошарового за 

радіальною координатою термочутливого порожнистого циліндра обчислювали за 

формулами [79] (2.95)-(2.101). Оскільки вони справедливі тільки для тонких 

шарів, то розрахунки проводимо відповідно до такого алгоритму: 

1. Проводимо обрахунки за формулами (2.95)-(2.101) коли кожен з шарів ци-

ліндра не поділений на тонкі. 

2. Перевіряємо виконання інтегральної умови (2.94). 

3. Якщо умова (2.94) не виконується, то збільшуємо розбиття шарів на скла-

дові і повертаємося до п.2. В протилежному випадку обчислення закінчуємо. 

Розподіли компонент напружено-деформованого стану багатошарового за 

радіальною координатою нетермочутливого порожнистого циліндра обчислювали 

за формулами (2.102)-(2.108). 
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4.2. Моделювання термопружного стану тришарового порожнистого цилінд-

ра за задання на циліндричних поверхнях сталої температури та конвек-

тивного теплообміну  

4.2.1. Формулювання задачі 

Розглядається безмежний порожнистий ци-

ліндр [76], зображений на рис.4.1, який склада-

ється із трьох шарів різної товщини, виготовле-

них із різних матеріалів. Циліндр нагрівається 

наявним у внутрішньому шарі джерелами тепла 

(3.7). На внутрішній обмежувальній поверхні 

1r r  підтримується стала температура c1t t , 

а через зовнішню – 
4r r  циліндр конвективно 

обмінюється теплом із середовищем, темперау-

ра якого cnt t . Коефіцієнт теплообміну через 

цю поверхню сталий і рівний  . На межі дотику 

сусідніх шарів  2 3,r r r  виконуються умови ідеального теплового контакту. 

4.2.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Обезрозмірена математична модель термочутливо-

го циліндра для визначення розподілу температури містить: 

 рівняння теплопровідності для складових 

       * 2 1, , 1,3;
i ii

i i i i

dTd T W i
d d 

 
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 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

       
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      

 

 умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра 

 

  

 

 

 

 

Рис.4.1. Циліндр n-шаровий 

за радіальною координатою 
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Для побудови розв’язку сформульованої математичної моделі використано 

методику, викладену у другому розділі роботи. Перетворення Кірхгофа, що 

передбачене у цій методиці, дозволяє отримати простішу нелінійну задачу на 

змінні Кірхгофа. Інтегруючи лінійні рівняння, отримані з рівнянь теплопровіднос-

ті, знаходимо змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

   1 2 2C ln C W , 1,3,
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а невідомі сталі інтегрування визначаються так: 
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   
          

 

причому сталу 11С  отримано з рівняння 

  4
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k
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де 
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   

34

3

2 1
20 04

3 11 3 3 23 2
30 0

2

2 23 2

2

ln C W

1 2 1
,

2

t t

t t

kk k

k





  
           

   
 
 
 

 

розв’язки якого не наводимо через його громіздкість. Їх отримано з допомогою 

програми аналітичних перетворень. Під час числових досліджень використовуємо 

той із них, який забезпечує фізично коректний розподіл температури. 

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд  
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Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

мають вигляд 

     N 1 2 N 2C ln C W , 1,3,
i i

i i i
i

T i

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а сталі інтегрування мають вигляд 
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  
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де 
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   

 

 

1 2
N N 34 2
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    
            

 

4.2.3. Числові дослідження. 

Дослідимо залежність розподілів температури і компонент напружено-де-

формованого стану від безрозмірного 

критерію Померанцева. Нехай матеріалами 

першого і третього шарів циліндра є 

кераміка (3.1), а другого – титановий сплав 

(3.2). За координати меж складових 

циліндра взяли 1 0.6  , 2 0.75  , 

3 0.95  , 4 1  , за характерний розмір – 

0 4l r . Значення без розмірних температур 

прийняли такими: c1T 1 3, cnT 1 2 , без-

розмірних критеріїв – 
   2

Po 0, 2, 5   , 

 3
Bi 2 , а сталі тиски на внутрішній та 

зовнішній поверхнях циліндра і зусилля на 

торцях – 1 2p p p 0   . Графіки розподілів температур подано на рис.4.2., 

причому червоні лінії відповідають значенню 
 2

Po 5  , сині – 2 , зелені – 0 . 

Максимальні розбіжності між температурами в термочутливому і нетермо-

чутливих за опорних і середньоінтегральних значень коефіцієнтів 

теплопровідності не перевищують 5% . 

У табл.1 подано дані, отримані при знаходженні достатнього розбиття шарів 

циліндра на складові для досягнення точності 
410   при 

 2
Po 5  . 

Рис.4.2. Графіки розподілу 

температур 



119 

 

Як бачимо, подання циліндра шістьма складовими забезпечує виконання ін-

тегральної умови із наперед заданою точністю. В результаті отримали такі розпо-

діли напружень, деформацій та переміщення, зображені на рис. 4.3-4.5 Зазначимо, 

що стала осьова деформація 0.003156ze  . 

Таблиця 1. Результат розбиття шарів циліндра на складові 

Загальна к-сть 

шарів 

Кількість розбиттів в кожному шарі Виконання 

інтегральної умови І шар ІІ шар ІІІ шар 

3 1 1 1 -0.002772 

4 1 2 1 -0.001841 

5 2 2 1 -0.000670 

6 2 3 1 -0.000524 

 

Видно, що зі збільшенням інтенсивності виділення тепла з джерела краще на-

ближаються до розподілів температури і компонент напружено-деформованого 

стану термочутливого циліндра такі розподіли нетермочутливого за використання 

середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик матеріалів шарів. 

Однак, якщо максимальні різниці між розподілами температур термочутливого і 

нетермочутливого циліндрів сягають 5% , то для решти розподілів вони можуть 

перевищувати 50% . Також присутні якісні 

(розтяг в термочутливому і стиск у нетер-

мочутливому циліндрі, чи навпаки) розбіж-

ності, а, отже, не варто нехтувати термо-

чутливістю матеріалів шарів.  

Варто також зазначити, що при визна-

ченні осьових напружень взагалі не варто 

нехтувати термочутливістю матеріалів 

складових, оскільки використання як опор-

них, так і середньоінтегральних значень 

термомеханічних характеристик не дають 

реальної картини розподілу σz . 

Рис.4.3. Залежність радіальних 

переміщень від критерію 

Померанцева  
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Рис.4.4. Залежність 

радіальних (а), колових(б) та 

осьових (в) напружень від 

критерію Померанцева  

а б 

в 

Рис.4.5. Залежність радіальних (а) та колових(б) деформацій  

від критерію Померанцева  

а б 
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4.3. Моделювання термопружного стану п’ятишарового порожнистого ци-

ліндра за задання на циліндричних поверхнях сталого потоку тепла та 

конвективного теплообміну  

4.3.1. Формулювання задачі 

Розглядається безмежний за радіальною координатою термочутливий порож-

нистий циліндр [78, 96] (рис.4.6.), який складається із п’яти шарів, виготовлених 

із різних матеріалів. Циліндр нагрівається наявними у другому та четвертому 

шарах джерелами тепла (3.3). На внутрішній обмежувальній поверхні 1r r  зада-

ний сталий потік тепла  1
q , а через зовнішню 6r r  циліндр конвективно обмі-

нюється теплом із середовищем, температура якого 
cnt t . Коефіцієнт теплообмі-

ну через цю поверхню сталий і рівний 
 5

 . На межі дотику сусідніх шарів 

 2 3 4 5, , ,r r r r r  виконуються умови ідеального теплового контакту. 

  

 

  

Рис.4.6. Циліндр 5-шаровий за радіальною координатою 
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4.3.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель для визначення розподілу 

температури термочутливого циліндра у результаті обезрозмірення містить 

 рівняння теплопровідності для складових 

         * 2 4 1, , 1,5;
i ii

i i i i i

dTd T W i
d d 
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              

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

             
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1 31 331
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 
        

 

 умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра 
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Застосування інтегрального перетворення Кірхгофа, що передбачає представ-

лений у другому розділі метод, дозволяє частково спростити сформульовану зада-

чу – звести її до такої задачі у змінних Кірхгофа. Інтегрування лінійних рівнянь, 

отриманих із рівнянь теплопровідності, дає можливість знайти змінні Кірхгофа, 

які мають вигляд 

   1 2 2C ln C W , 1,5,
i

i i i i
i

i


      
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а сталі інтегрування мають вигляд 
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причому стала 12C  визначається з рівняння 
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Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 
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Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

буде 

     N 1 2 N 2C ln C W , 1,5,
i i

i i i
i

T i

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а сталі інтегрування обчислюються за такими формулами 
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а 12C  визначається з рівняння 
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4.3.3. Числові дослідження 

Досліджували вплив тиску на внутрішній поверхні циліндра на розподіли 

компонент напружено-деформованого стану. Нехай матеріалом першого, третього 

і п’ятого шарів є кераміка (3.1), а другого і четвертого – титановий сплав (3.2). За 

координати меж складових циліндра взяли
1 0.75,   

2 0.77  , 
3 0.86  , 

4 0.89,   
5 0.98,  6 1  , за характерний розмір – 

0 6l r . Значення безрозмір-

них температур прийняли такими: pT 3 11,  
kT 1,  

cnT 1 2 , безрозмірних кри-

теріїв – 
 2,4

Po 2  , 
 5

Bi 2,  
 1Ki 0.3  , а сталі тиски на внутрішній та зов-

нішній поверхнях циліндра і зусилля на торцях –  1p 0, 0.1, 0.3 , 2p p 0  . 

Зазначимо, що шари циліндра є достатньо тонкими, а, отже, не потрібно роз-

бивати їх на тонші підшари. 

Графіки розподілів температур пода-

но на рис. 4.7, звідки видно, що у термо-

чутливому порожнистому циліндрі вони 

краще наближаються таким розподілом за 

середньоінтегральних значень коефіцієн-

тів теплопровідності. Максимальні роз-

біжності між температурами в термочут-

ливому і нетермочутливих (за опорних і 

середньоінтегральних значень коефіцієн-

тів теплопровідності) циліндрах не пере-

вищують 1.5% .  

Графіки розподілів компонент напру-

жено-деформованого стану зображено на рис. 4.8.-4.10. Зазначимо, що тут червоні 

лінії відповідають значенню 1p 0 , сині – 0.1, зелені – 0.3 .  

Встановлено, що збільшення тиску на внутрішній поверхні істотно впливає 

на розподіли компонент напружено-деформованого стану циліндра. Зокрема, на 

межі контакту сусідніх шарів зростають стрибки між розподілами колових та 

Рис.4.7. Графіки розподілу 

температур 
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осьових напружень, а також радіальних деформацій. Це призводить до зростання 

розбіжності між розподілами компонент напружено-деформованого стану термо-

чутливого і нетермочутливих циліндрів. 

В той же час важко сказати, яка з моделей нетермочутливого тіла є найбільш 

наближеною до моделі термочутливого. Так, з рис. 4.9(б) видно, що розподіл ко-

лових деформацій термочутливого циліндра при 
1p 0  краще наближається та-

ким розподілом відповідного нетермочут-

ливого за середньоінтегральних значень 

термомеханічних характеристик, однак, 

при 1p 0  – за опорних. 

Тим не менше, максимальні різниці між 

розподілами відповідних компонент термо-

чутливого і нетермочутливого циліндрів не 

тільки можуть перевищувати 50%  (зокрема, 

в осьових напруженнях та колових деформа-

ціях), але і давати якісно іншу картину 

(стиск у термочутливому і розтяг у нетермо-

чутливому циліндрах або навпаки). 

Рис.4.8. Залежність розподілів 

радіальних переміщень від тиску 

на внутрішній поверхні  

Рис.4.9. Залежність радіальних (а) та колових(б) деформацій  

від критерію Померанцева  

а 

б 
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4.4. Моделювання термопружного стану тришарового порожнистого цилінд-

ра за задання на циліндричних поверхнях конвективного та конвективно-

променевого теплообмінів  

4.4.1. Формулювання задачі 

Розглядається тришаровий безмежний термочутливий порожнистий циліндр 

[158]. Він складається із трьох циліндрів, виготовлених із різних матеріалів. Ци-

ліндр нагрівається наявним у внутрішньому шарі джерелами тепла (3.5). Через 

внутрішню обмежувальну поверхню 1r r  відбувається конвективно-променевий, 

а через зовнішню 4r r  – конвективний теплообміни теплом із зовнішнім та внут-

Рис.4.10. Залежність 

розподілів радіальних (а), 

колових(б) та осьових (в) 

напружень від тиску на 

внутрішній поверхні  

а 

б 

в 
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рішнім середовищами, температури яких 
c1t t  та 

cnt t  відповідно. Коефіцієнти 

теплообмінів через ці поверхні сталі і рівні 
 1

  та 
 2

  відповідно. На межах до-

тику сусідніх шарів  2 3,r r r  виконуються умови ідеального теплового контакту. 

4.4.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Обезрозмірена математична модель для визначен-

ня розподілу температури включає 

 рівняння теплопровідності для складових 
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 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

           
1

1 1 1 4 41
* 1 1 c1 1 c1Bi T Sk T 0,

dT
T T T

d


 
       

 

       
4

3 33
* 3 3 cnBi T 0;

dT
T T

d


 
     

 

 умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра 
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Рис.4.11. Циліндр 3-шаровий за 

радіальною координатою 
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Представлений у другому розділі метод передбачає застосування перетворен-

ня Кірхгофа при розв’язуванні сформульованої задачі. Отримана задача у змінних 

Кірхгофа є простішою у порівнянні із вихідною нелінійною. Змінні Кірхгофа 

знаходяться із рівнянь 
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а сталі інтегрування мають вигляд 
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а 12C  визначається з рівняння 
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яке не має аналітичного розв’язку рівнянь. Для його розв’язання при конкретних 

значеннях вхідних параметрів використовуємо пакет програм аналітичних пере-

творень. Знайшовши значення 12C , автоматично отримуємо значення і для решти 

сталих інтегрування. 
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Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд  
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Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

мають вигляд 
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Сталі інтегрування обчислюються за формулами 

        1 1 4 4
11 1 N 12 c1 N 12 c1C Bi C T Sk C T ,      

 

 
        

1
1 1 4 40

21 1 N 12 c1 N 12 c12

0

С Bi C T Sk C T ,t

t


    


 

        1 1 4 4
22 12 1 N 12 c1 N 12 c1

1

C C ln Bi C T Sk C T ,     


 

 

 
             

2
1 1 24 40

31 1 N 12 c1 N 12 c1 3 33

0

С Bi C T Sk C T W ,t

t


       


 

 
        

       
       

2
1 1 4 40 3

32 12 1 N 12 c1 N 12 c13
20

2 1
3 3 1 N 12 c1

1
1 24 4
N 12 c1 3

C C ln Bi C T Sk C T

W ln Bi C T

Sk C T W .

t

t



 
      




     



   

 

а стала 12C  визначається з рівняння 

 331 4
N 31 32 cn

4 3

C
Bi C ln C T 0.

 
      

 



131 

 

4.4.3. Числові дослідження. 

Досліджували вплив інтенсивності променевого теплообміну на розподiли 

температур та компонент напружено-деформованого стану термочутливого по-

рожнистого цилiндра. Нехай матеріалом першого і третього шарів циліндра є ке-

раміка (3.1), а другого – титановий сплав (3.2). За координати меж складових 

циліндра взяли 
1 0.7  , 

2 0.75  , 
3 0.95  , 

4 1  , за характерний розмір – 

0 4l r . Значення безрозмірних температур прийняли такими: 
c1T 1 , 

cnT 5 11 , 

без розмірних критеріїв – 
 2

Po 2  , 
 1Bi 7 , 

 3
Bi 5 ,    1

Sk 0,1,2 , а сталі 

тиски на внутрішній та зовнішній 

поверхнях циліндра і зусилля на торцях – 

1 2p p p 0   . Графіки розподілів тем-

ператур подано на рис. 4.12, максимальні 

розбіжності мiж якими в термочутливому 

i нетермочутливому (за опорних i серед-

ньоінтегральних значень коефіцієнтів 

теплопровiдностi) циліндрах не переви-

щують 1% . Тут червоними лініями зобра-

жено розподіли при  1Sk 0 , синіми – 

 1Sk 1 , зеленими –  1Sk 2 . 

У табл.2 подано такi дані, отримані при знаходженні достатнього розбиття 

шарів циліндра на складові для досягнення точності 
410   при 

 1Sk 2 . 

Таблиця 2. Результат розбиття шарів циліндра на складові 

Загальна к-сть 

шарів 

Кількість розбиттів в кожному шарі Виконання 

інтегральної умови І шар ІІ шар ІІІ шар 

3 1 1 1 -0.000714 

4 1 2 1 -0.000166 

5 1 3 1 -0.000078 

6 1 4 1 -0.000048 

Як бачимо, подання циліндра шістьма складовими забезпечує виконання ін-

тегральної умови iз наперед заданою точністю. У результатi отримали такi розпо-

Рис.4.12. Графіки розподілу 

температур 
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дiли напружень, деформацій та перемiщення, зображенi на рис. 4.13-4.15. Зазна-

чимо, що при 
 1Sk 2  стала осьова деформація дорівнює 0.0044256 . 

З рис. 4.13-4.15 видно, що розподiли компонент напружено-деформованого 

стану у термочутливому порожнистому цилiндрi краще наближаються такими 

розподілами в аналогічному нетермочутливому за середньоінтегральних значень 

механічних характеристик його складових. Зокрема, при 
 1Sk 2  максимальні 

розбіжності між відповідними розподілами компонент напружено-деформованого 

стану термочутливого та нетермочутливого циліндрів можуть сягати 50%. 

Встановлено, що за заданих вхідних даних збільшення значення критерію 

Старка на одиницю призводить до збільшення значень температури та компонент 

Рис.4.13. Розподіли 

радіальних (а), колових(б) та 

осьових (в) напружень 

а б 

в 
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напружено-деформованого стану більше, 

ніж на 6%. Однак, якщо температури, 

радiальнi перемiщення, а також радiальнi 

та осьові деформації зi зміною 
 1Sk  май-

же рiвномiрно збільшуються у кожній 

точці цилiндра, то радiальнi, колові та 

осьові напруження змінюються переваж-

но на межах контакту сусідніх шарів. 

Використання моделi нетермочутли-

вого тіла для визначення компонент на-

пружено-деформованого стану іноді не 

тільки не дає доброго наближення розпо-

дiлiв вiдповiдних компонент термочутливого циліндра, але в деяких випадках от-

римуємо якісно іншу картину. Так, з рис.4.13в видно, що осьові напруження в 2-

му шарі нетермочутливого цилiндра (за опорних та середньоінтегральних значень 

термомеханічних характеристик) змінюється не лише кількісно, але i якісно 

(стиск в термочутливому i розтяг у нетермочутливому). Тому при визначенні 

осьових напружень взагалі не варто нехтувати термочутливістю матерiалiв скла-

дових. 

Рис.4.15. Розподіли радіальних 

переміщень 

а б 

Рисунок 4.14. Розподіли радіальних (а) та колових(б) деформацій 
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4.5. Моделювання термопружного стану тришарового порожнистого цилінд-

ра за задання на циліндричних поверхнях конвективного теплообміну та 

тепловідведення кипінням рідини  

4.5.1. Формулювання задачі 

Розглядається тришаровий безмежний термочутливий порожнистий циліндр 

(рис.4.16), який складається із трьох ци-

ліндрів, виготовлених із різних матері-

алів. Циліндр нагрівається наявним у пер-

шому та третьому шарах джерелами 

тепла (3.5). Через внутрішню обмежу-

вальну поверхню 1r r  відбувається кон-

вективний теплообмін із середовищем, 

температура якого c1t t , а на зовнішній 

4r r  – тепловідведення шляхом кипіння 

рідини за температури середовища cnt t  

та кипіння рідини 
 3

boilt t . Коефіцієнти 

теплообмінів через ці поверхні сталі і 

рівні 1  та 3  відповідно. На межах дотику сусідніх шарів  2 3,r r r  ви-

конуються умови ідеального теплового контакту.  

4.5.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Обезрозмірена математична модель для визначен-

ня розподілу температури містить 

 рівняння теплопровідності для складових 

         * 1 3 1, , 1,3;
i ii

i i i i i

dTd T W i
d d 

 
              

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

Рис.4.16. Циліндр 3-шаровий за 

радіальною координатою 
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 умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра 
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Застосувавши перетворення Кірхгофа, що є одним із кроків методики, 

представленої у другому розділі дисертації, отримуємо значно спрощену у порів-

нянні із вихідною задачу теплопровідності. Інтегруючи лінійні рівняння, отримані 

з рівнянь теплопровідності, знаходимо змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

     1 2 1 3C ln C W , 1,3,
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а невідомі сталі інтегрування визначаються так: 
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яке не має аналітичного розв’язку рівнянь. Для його розв’язання при конкретних 

значеннях вхідних параметрів використовуємо пакет програм аналітичних пере-

творень. Знайшовши значення 
12C , автоматично отримуємо значення і для решти 

сталих інтегрування. 

Нетермочутливий циліндр. Обезрозмірена математична модель розподілу 

температури нетермочутливого циліндра має вигляд  
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Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

мають вигляд 
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Сталі інтегрування мають вигляд 
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а стала 12C  визначається з рівняння 
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4.5.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого і третього шарів циліндра є кераміка (3.1), а дру-

гого – титановий сплав (3.2). За координати меж складових циліндра взяли 

1 0.7  , 2 0.85  , 3 0.9  , 4 1  , за характерний розмір – 
0 4l r . Значення без-

розмірних температур прийняли такими: c1T 1 2 , cnT 7 11 , безрозмірних 

критеріїв – 
 1Po 2  , 

 3
Po 3  ,  3

Bi 1 , стала кипіння –    3

boilM 0, 1, 2 , а 

сталі тиски на внутрішній та зовнішній поверхнях циліндра і зусилля на торцях – 

1 2p p p 0   . 

Графіки розподілів температур пода-

но на рис. 4.17, максимальні розбіжності 

мiж якими в термочутливому i нетермо-

чутливому (за опорних i середньоінте-

гральних значень коефіцієнтів теплопро-

вiдностi) циліндрах не перевищують 2% . 

У табл.3 подано такi дані, отримані 

при знаходженні достатнього розбиття 

шарів циліндра на складові для досягнення 

точності 
410   при  3

boilM 0 . 

 

Рис.4.17. Графіки розподілу 

температур 
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Таблиця 3. Результат розбиття шарів циліндра на складові 

Загальна к-сть 

шарів 

Кількість розбиттів в кожному шарі Виконання 

інтегральної умови І шар ІІ шар ІІІ шар 

3 1 1 1 -0.000309 

4 2 1 1 -0.000161 

5 2 1 2 -0.000069 

 

Як бачимо, подання циліндра п’ятьма складовими забезпечує виконання ін-

тегральної умови iз наперед заданою точністю. У результатi отримали такi розпо-

дiли напружень, деформацій та перемiщення, зображенi на рис. 4.18-4.20. Зазна-

чимо, що стала осьова деформація дорівнює 0.00369579  при  3

boilM 2 . 

З рис. 4.18-4.20 видно, що розподiли компонент напружено-деформованого 

Рис.4.18. Розподіли 

радіальних (а), колових(б) та 

осьових (в) напружень 

а б 

в 
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стану у термочутливому порожнистому цилiндрi краще наближаються переважно 

такими розподілами в аналогічному нетермочутливому за середньоінтегральних 

значень механічних характеристик його складових. Зокрема, при  3

boilM 2 макси-

мальні розбіжності мiж вiдповiдними коловими напруженнями – 40%, радіальни-

ми деформацiями – 31%, але за опорних значень термомеханічних характеристик, 

коловими деформацiями – 25%, радіальними переміщеннями – 25%. 

Однак, використання моделi нетермочутливого тіла для визначення компо-

нент напружено-деформованого стану не дає достатнього наближення розподiлiв 

вiдповiдних компонент до таких розподі-

лів термочутливого циліндра. Так, при 

визначенні радіальних чи осьових напру-

жень максимальні розбіжності між роз-

поділами термочутливого і нетермочут-

ливого тіл в деяких шарах перевищує 

50%. При цьому відбувається якісна змі-

на розподілів нетермочутливих радіаль-

них та осьових напружень змінюються 

якісно (стиск в термочутливому i розтяг 

у нетермочутливому). 

а б 

Рисунок 4.20. Розподіли радіальних (а) та колових(б) деформацій 

Рис.4.19. Розподіли радіальних 

переміщень 
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4.6. Моделювання термопружного стану тришарового порожнистого цилінд-

ра за задання на циліндричних поверхнях конвективно-променевого тепло-

обміну та тепловідведення випаровуванням рідини  

4.6.1. Формулювання задачі 

Розглядається тришаровий безмеж-

ний термочутливий порожнистий циліндр 

(рис.4.21), який складається із трьох ци-

ліндрів, виготовлених із різних матеріалів. 

Циліндр нагрівається наявним у першому 

та третьому шарах джерелами тепла (3.5). 

Через внутрішню обмежувальну поверх-

ню 1r r  відбувається конвективно-про-

меневий теплообмін із середовищем, тем-

пература якого c1t t , а на зовнішній 

4r r  – тепловідведення шляхом випаро-

вування рідини. Коефіцієнти теплообмінів 

через ці поверхні сталі і рівні 1  та 3  відповідно. На межах дотику сусідніх 

шарів  2 3,r r r  виконуються умови ідеального теплового контакту.  

4.6.2. Математична модель для розподілу температури та її розв’язок 

Термочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірному вигляді 

містить: 

 рівняння теплопровідності для складових 

         * 1 3 1, , 1,3;
i ii

i i i i i

dTd T W i
d d 

 
              

 

 крайові умови на обмежувальних плоских поверхнях 

              
1

1 4 41 11
* 1 1 c1 1 c1Bi T Sk T 0,

dT
T T T

d


 
       

 

  

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.21. Циліндр 3-шаровий за 

радіальною координатою 
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         

4

A,sat A,c3 3 33
* 3 3 cn evap

3 cn

p p
Bi T M 0;

T

dT
T T

d T


   
            

 

 умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра 

 

 
       

1
10 1

1 * 1 *

0

, , 2,3.
i i

i i

i
i it i i

i i i ii

t

dT dT
T T T T i

d d


 

  
 


    

 
 

У результаті застосування перетворення Кірхгофа згідно методики, представ-

леної у другому розділі, отримано простішу нелінійну задачу на змінні Кірхгофа. 

Інтегруючи лінійні рівняння, отримані з рівнянь теплопровідності, знаходимо 

змінні Кірхгофа, які мають вигляд 

     1 2 1 3C ln C W , 1,3,
i

i i i i i
i

i


        


 

а сталі інтегрування визначаються так 

 

 

1 1 12
11 1 p c1

1
4

1 41 12
p c1

1

1 2 C 1
C Bi T T

1 2 C 1
Sk T T ,

k

k

k

k

   
      

 
   
    

   

 

 

 
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 

 
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0 0
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 
    
 

 

   

   
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22 11 12 2

1
2
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1 11 12 2
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1

C C ln C W

1 2 C ln C W 1

,
2
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k


    



  
           

 

 

2

3
2 21 22

23 3 2
32 21 22

2 2

1 2 C ln C 1

C C ln C + ,
2

k
k k

k

  
             

 

а 12C  визначається з рівняння 
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 

   

 

   

 

34
3 31 32 4

3 331
p cn

4 3

3 ,3
evap 2

34
3 31 32 4

3

1 2 C ln C W 1
C

Bi T T

1M 0,

1 2 C ln C W 1

A sat n

k

k

k
k p

t
k

  
           

 
    

           

 

яке не має аналітичного розв’язку рівнянь. Для його розв’язання при конкретних 

значеннях вхідних параметрів використовуємо пакет програм аналітичних пере-

творень. Знайшовши значення 
12C , автоматично отримуємо значення і для решти 

сталих інтегрування. 

Нетермочутливий циліндр. Математична модель у безрозмірних величинах 

для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра має вигляд  

   
N ( )

N 1 3 1, , 1,3,
i i

i i i i

dTd W i
d d 

 
              

 

       
1
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T T

d
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      

 

     

4

3

3 N A,sat A,c3 3
N 3 N cn N evap

3 N cn

p p
Bi T M 0,

T

dT
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d T


   
             

 

 

 

1
1N N0

1N N

0

, 2,3.
i i
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i
i it

i i i

t

dT dT
T T i

d d




  



  

 
 

Рівняння для визначення розподілу температури нетермочутливого циліндра 

мають вигляд 

     N 1 2 N 1 3C ln C W , 1,3.
i i

i i i i
i

T i


      


 

Сталі інтегрування визначаються таким чином 
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а 12C  визначається з рівняння 

     

       

3 331 4
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4 3
1

3 34
evap A,sat 31 32 N 42
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C
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
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  
           

 

4.6.3. Числові дослідження 

Нехай матеріалом першого і третього шарів циліндра є титановий сплав (3.2), 

а другого – кераміка (3.1). За координати меж складових циліндра взяли 1 0.7  , 

2 0.85  , 3 0.9  , 4 1  , за характерний розмір – 0 4l r . Значення безрозмірних 

температур прийняли такими: c1T 1 2 , cnT 7 11 , безрозмірних критеріїв – 

 1Po 2  , 
 3

Po 3  ,  1Bi 1 ,  3
Bi 1 , 

 1Sk 1 , а сталі тиски на внутрішній та 

зовнішній поверхнях циліндра і зусилля на торцях – 1 2p p p 0   . В якості 

охолоджуючих рідин використаємо FC-72 та FC-87. 

Результати (рис. 4.22) моделювання процесу випаровування рідини FC-87 з 

поверхні із застосуванням лінеаризованої та нелінійної моделей, показали, що, 

для прикладу, розподіли температур та радіальних напружень лінеаризованої та 

нелінійної моделей мають досить великі кількісні (більше 50%), розбіжності. 

Для дослідження впливу залежності термомеханічних характеристик матеріа-

лів шарів циліндра від температури на характер і рівень розподілу температури 

побудували її графік (рис. 4.23) за вищевказаних вхідних даних. Тут червоними 

лініями зображено температури при 
 3
evapM 0  (конвективний теплообмін), си-

німи – при використанні рідини FC-72, зеленими – рідини FC-87. 



144 

 

Максимальні розбіжності мiж темпе-

ратурами в термочутливому i нетермочут-

ливому (за опорних i середньоінтеграль-

них значень коефіцієнтів теплопровiднос-

тi) циліндрах не перевищують 2% . 

У табл.3 подано такi дані, отримані 

при знаходженні достатнього розбиття 

шарів циліндра на складові для досягнення 

точності 
   при  3

evapM 0 . 

 

 

Таблиця 3. Результат розбиття шарів циліндра на складові 

Загальна к-сть 

шарів 

Кількість розбиттів в кожному шарі Виконання 

інтегральної умови І шар ІІ шар ІІІ шар 

3 1 1 1 -0.000452 

4 2 1 1 -0.000161 

5 2 1 2 -0.000069 

 

Рис.4.23. Графіки розподілу 

температур 

Рис.4.22. Розподіли температур (а) та напружень (б) 

за використання нелінійної та лінеаризованої моделей 

а б 
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Як бачимо, подання циліндра п’ять-

ма складовими забезпечує виконання ін-

тегральної умови iз наперед заданою 

точністю. У результатi отримали такi 

розподiли напружень, деформацій та 

перемiщення, зображенi на рис. 4.24-4.26. 

Зазначимо, що стала осьова деформація 

дорівнює 0.0040220  при  3
evapM 0 . 

З рис. 4.24-4.26 видно, що розподiли 

компонент напружено-деформованого 

стану у термочутливому порожнистому 
Рис. 4.24. Розподіли радіальних (а) 

та колових(б) деформацій 

Рис.4.25. Розподіли 

радіальних (а), колових(б) та 

осьових (в) напружень 

а б 

в 
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цилiндрi краще наближаються переважно такими розподілами в аналогічному 

нетермочутливому за середньоінтегральних значень механічних характеристик 

його складових. Зокрема, максимальні розбіжності мiж вiдповiдними коловими 

напруженнями – 30%, радіальними деформацiями – 35%, але за опорних значень 

термомеханічних характеристик – 60%, коловими деформацiями – 25%, радіаль-

ними переміщеннями – 25%. 

Однак, використання моделi нетермочутливого тіла для визначення компо-

нент напружено-деформованого стану не дає достатнього наближення розподiлiв 

вiдповiдних компонент до таких розподілів термочутливого циліндра. Так, при 

визначенні колових та осьових напружень максимальні розбіжності між розподі-

лами термочутливого і нетермочутливого тіл перевищує 50%. При цьому відбува-

ється якісна зміна розподілів нетермочутливих радіальних та осьових напружень 

змінюються якісно (стиск в термочутливому i розтяг у нетермочутливому). 

4.7. Порівняння розподілів температури та компонент напружено-деформова-

ного стану за тепловідведення шляхом кипіння і випаровування рідини з 

циліндричних поверхонь 

Розглянемо задачі теплопровідності, представлені у пунктах 4.5 та 4.6. Як ба-

чимо, якщо у другій задачі покласти 
 1Sk 0 , то моделі розподілів тепла шарува-

а б 

Рис.4.26. Розподіли радіальних (а) та колових(б) деформацій 
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тих циліндрів відрізнятимуться лише 

умовами на обмежувальній поверхні 
4   . 

Дослідимо ефективність кожного з методів 

тепловідведення: випаровування та кипіння 

рідин на поверхнях. 

Нехай матеріалом першого і третього 

шарів циліндра є титановий сплав (3.2), а 

другого – кераміка (3.1). За координати меж 

складових циліндра взяли 1 0.6  , 

2 0.75  , 3 0.85  , 4 1  , за характерний 

розмір – 0 4l r . Значення без розмірних 

температур прийняли такими: c1T 1 2 , cnT 7 11 , безрозмірних критеріїв – 

 1Po 5  , 
 3

Po 5  ,  1Bi 1 ,  3
Bi 1 , 

 1Sk 0 , а сталі тиски на внутрішній та 

зовнішній поверхнях циліндра і зусилля на торцях – 1 2p p p 0   . В якості 

охолоджуючих рідин використаємо FC72 та FC87 з температурами кипіння 

 3

boilT 329 1100  та  3

boilT 303 1100  відповідно. 

Графіки розподілів температур подано на рис. 4.27. Зазначимо, що тут і далі в 

цьому підрозділі червоними лініями зображено розподіли температур циліндра 

без тепловідведення з зовнішньої поверхні 4    (суто конвективний теплооб-

мін), синіми – при випаровуванні рідини FC72, а блакитними – FC87, зеленими – 

при кипінні рідини FC72, а фіолетовими – FC87. 

У табл.4 подано такi дані, отримані при знаходженні достатнього розбиття 

шарів циліндра на складові для досягнення точності 
410   при використанні рі-

дини FC72 для тепловідведення шляхом кипіння на поверхні циліндра.  

Як бачимо, подання циліндра вісьма складовими забезпечує виконання інте-

гральної умови iз наперед заданою точністю. У результатi отримали такi розподi-

ли напружень, деформацій та перемiщення, зображенi на рис. 4.28-4.30. Зазначи-

мо, що стала осьова деформація дорівнює 0.00143175 . 

Рис.4.27. Графіки розподілу 

температур 
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Таблиця 4. Результат розбиття шарів циліндра на складові 

Загальна к-сть 

шарів 

Кількість розбиттів в кожному шарі Виконання 

інтегральної умови І шар ІІ шар ІІІ шар 

3 1 1 1 -0.002854 

4 1 1 2 -0.001494 

5 2 1 2 -0.001001 

6 2 2 2 -0,000666 

7 3 2 2 -0,000568 

8 3 2 3 -0,000354 

З рис. 4.28-4.30 видно, що, як і в п.4.5 та 4.6, краще тепловідведення 

здійснюється за використання рідини FC-87. Більше того, інтенсивніше 

зменшуватиметься рівень температури та компонент термопружного стану, якщо 

на поверхні відбуватиметься кипіння рідини.  

Рис.4.28. Розподіли 

радіальних (а), колових(б) та 

осьових (в) напружень 

б 

в 

а 



149 

 

Що стосується термочутливості матеріалів, то ними не варто нехтувати. Так, 

якщо для розподілів температур максимальні розбіжності між розподілами термо-

чутливого і нетермочутливого (за опорних та середньоінтегральних значень тер-

момеханічних характеристик) циліндра сягають 10% , то для розподілів деяких 

компонент термопружного стану (колових та осьових напружень, радіальних та 

колових деформацій, радіальних переміщень) вони можуть перевищувати 50% . 

 

  

а б 

Рис.4.29. Розподіли радіальних (а) та колових(б) деформацій 

Рис.4.30. Розподіли радіальних переміщень 
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4.8. Висновки до розділу 

Визначено температурні поля та компоненти напружено-деформованого ста-

ну шаруватих за радіальною координатою безмежних порожнистих термочутли-

вих та нетермочутливих циліндричних тіл за різних умов теплообміну на обмежу-

вальних поверхнях (стала температура чи тепловий потік, конвективний, проме-

невий чи конвективно-променевий теплообміни, відведення тепла шляхом кипін-

ня чи випаровування рідини з поверхні) та наявності тепловиділень всередині ша-

рів. У якості матеріалів тіла вибрано кераміку ZrO2 та титановий сплав 

Ti-6Al-4V, а охолоджуючих рідин – FC-72 та FC-87, що спеціально розроблені для 

використання в мікроелектроніці. 

Здійснено порівняльний аналіз отриманих результатів та досліджено вплив 

термочутливості матеріалів шарів, значень безрозмірних критеріїв Біо, Кірпічова 

та Померанцева, а також інтенсивності тепловідведення (граничні умови кипіння 

та випаровування рідин з поверхонь) на характер та рівень розподілів температур 

та напружень. 

Дослідження впливу термочутливості показало, що важливу роль відіграє 

врахування залежності теплових і механічних характеристик матеріалів при 

визначенні при визначенні розподілів компонент напружено-деформованого 

стану. Так, у всіх дослідженнях спостерігались великі кількісні та якісні (розтяг в 

термочутливому та стиск у нетермочутливому чи навпаки) розбіжності між розпо-

ділами напружень. При цьому розподіли температур нетермочутливих тіл достат-

ньо точно описували тепловий стан термочутливого циліндра, що може бути 

корисним при їх експрес-оцінці. 

Виявлено, що процеси кипіння та випаровування рідин з поверхонь шарува-

тих порожнистих циліндрів суттєво інтенсифікують тепловідведення і є досить 

ефективними способами додаткового відведення тепла за критичних умов. При 

цьому встановлено, що використання лінеаризованої умови випаровування дає 

хибні розподіли температур та компонент напружено-деформованого стану. 
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РОЗДІЛ 5. ПРОГРАМНІ ЗАСОБИ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ 

ТЕРМОПРУЖНОГО СТАНУ ШАРУВАТИХ ПО ОСЬОВІЙ ТА 

РАДІАЛЬНІЙ КООРДИНАТАХ ЦИЛІНДРІВ 

У п’ятому розділі описано прикладні програмні засоби: «Програму для роз-

рахунку температурних напружень багатошарових по осі циліндрів» 

(«StressCalc_axes») [75] та «Програму для розрахунку компонент напружено-де-

формованого стану багатошарових за радіальною координатою порожнистих ци-

ліндрів» («StressCalc_rad») [74], що розроблені для моделювання термопружного 

стану шаруватих по осьовій та радіальній координатах циліндрів. На дані прог-

рами зареєстровано авторські права на твір (№64105 та №64106) (73, 74) у 

Державній службі інтелектуальній власності. 

Функціонування програм перевірене на стандартних конфігураціях персо-

нального комп’ютера, на якому встановлене середовище Maple 7, або це ж середо-

вище новішої версії.  

Кожен із програмних засобів надається користувачу як окремий файл розши-

рення mw, який необхідно відкрити за допомогою середовища Maple. 

5.1. Програма для розрахунку температурних напружень  

багатошарових по осі циліндрів («StressCalc_axes») 

Програмний засіб «Програма для розрахунку температурних напружень бага-

тошарових по осі циліндрів» («StressCalc_axes») орієнтований на обчислення 

термонапружень шаруватих по осі термочутливих та нетермочутливих (за 

опорних та середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик термо-

чутливих) циліндрів.  

Температурні напруження термочутливого циліндра обчислюються за 

формулою (2.82), а нетермочутливого за опорних чи середньоінтегральних 

значень механічних характеристик – за формулою (2.83). 

У програмі передбачено квадратичну апроксимацію механічних характерис-

тик, а тому, якщо коефіцієнти Пуассона, модулі Юнга чи коефіцієнти лінійного 

розширення матеріалу якогось із шарів проапроксимовано виразом вищого степе-
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ня, то код програми потрібно буде модифікувати, дописавши змінні, яких не вис-

тачає. 

5.1.1. Підготовка та ввід даних, які використовуються під час виконання 

програми 

У табл. 5.1 описано вхідні дані, які повинен ввести користувач. 

Таблиця 5.1. Вхідні дані для виконання обчислень у програмі «StressCalc_axes» 

№ 
Змінна в 

програмі 
Опис Примітки 

1.  N 

Кількість шарів циліндра 

n . 

Значення змінної змінити, 

якщо кількість шарів більша 

за 2. 

2.  STEP 

Крок розбиття 

(табулювання). 

Використовується для 

подальшого обчислення 

максимальних різниць між 

розподілами напружень в 

термочутливому та 

нетермочутливому цилінд-

рах. 

3.  z[i] 

Координати меж шарів 

циліндра у безрозмірній 

формі 1, 1i n  . 

Кількість координат змінити, 

якщо кількість шарів більша 

за 2. 

4.  
tp, 

tk 

Початкова pt  та кінцева 

kt  температури  K . 

Температури із заданого діа-

пазону ,p kt t   . 

 

Коефіцієнти Пуассона 

              2

0 1 21        
i i i i

i i p i pt k T T k T T  

Кількість змінних збільшити, 

якщо кількість шарів більша 

за 2. 

5.  nuOp[i] 
   0 , 1,
i

i n  .  
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Продовження табл. 5.1 

6.  
nuK1[i], 

nuK2[i] 

   , 1, , 1,2  
i
jk i n j . 

 

 

Коефіцієнти лінійного розширення 

              2

0 1 21        
i i ii

t i t i p i pt k T T k T T  

7.  

alphaOp[i] 
 
0
i

t , 1,i n .  

alphaK1[і], 

alphaK2[і], 

   , 1, , 1,2  
i
jk i n j  

8.  

 

Модулі Юнга 

              2

0 1 21    
i i i i

i E i p E i pE t E k T T k T T  

9.  eOp[і] 
 
0

i
E , 1,i n . 

10.  
eK1[і], 

eK2[і] 

   , 1, , 1,2 
i

Ejk i n j  

 Розподіли температур  

11.  

T[i], 

Tb[i], 

Tm[i] 

Розподіли температур 

термочутливого, 

нетермочутливого за 

опорних та середньоінтег-

ральних значень 

коефіцієнтів 

теплопровідності 

відповідно,  1,i n  

Використовується функ-

ціональний оператор  

“->” (стрілка). Записується, 

як «var->result», де «var» – 

послідовність змінних (або 

одна змінна), «result» – 

результат виконання 

процедури відносно змінних. 

Користувачеві потрібно 

ввести тут вираз розподілу 

температури («result»), 

залежний від змінної («var»). 
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Продовження табл. 5.1 

 Розподіли напружень  

12.  

Sterm, 

Sbas, 

Smid 

Графіки розподілів 

напружень 

Використовується функція 

display(f[1], f[2],…), де f[i] – 

розподіли певних напружень 

для кожного шару циліндра, 

i n1, .  

Якщо кількість шарів є біль-

шою за 2, то перелік 

атрибутів функції display 

потрібно збільшити від-

повідно до кількості шарів 

 Результат виведення максимальних різниць 

13.  

«word» 

i, layer 

n, point 

m, point 

…., 

 

«word» – об’єкт, відсотки якого виводяться, i – номер 

шару циліндра, для якого обчислюються максимальні різ-

ниці, n – максимальна різниця між розподілами напру-

жень в термочутливому і нетермочутливому циліндрах за 

опорних значень термомеханічних характеристик матеріа-

лів шарів [%], m – максимальна різниця між розподілами 

напружень в термочутливому і нетермочутливому ци-

ліндрах за середньоінтегральних значень термомеханіч-

них характеристик матеріалів шарів циліндра [%], point – 

точка, в якій спостерігаємо різницю. 

 

5.1.2. Результат виконання програми 

Результатом виконання програмного засобу «Програма для розрахунку тем-

пературних напружень багатошарових по осі циліндрів» є графіки розподілів на-

пружень багатошарових термочутливого та нетермочутливого за опорних та се-

редньоінтегральних значень термомеханічних характеристик матеріалів цилінд-

рів, а також максимальні різниці між розподілами напружень в термочутливому і 
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нетермочутливому циліндрах за опорних та середньоінтегральних значень термо-

механічних характеристик матеріалів шарів . 

Вивід графіків здійснюється вкінці програмного коду. Графік розподілу 

напружень термочутливого циліндра буде зображений за допомогою червоної 

суцільної лінії, нетермочутливого за опорних значень термомеханічних характе-

ристик матеріалів – синьої штрихової, нетермочутливого за середньоінтегральних 

значень термомеханічних характеристик матеріалів – зеленої штрих-пунктирної. 

Приклад виводу графіків розподілу вищеописаних напружень та максималь-

них різниць між розподілами напружень подано на рис.5.1 та 5.2 відповідно. 

 

Рис. 5.1. Приклад виводу графіків розподілів напружень 

 

Рис. 5.2. Приклад виводу максимальних різниць між розподілами напружень 

5.1.3. Розв’язування контрольного прикладу 



156 

 

Формулювання задачі. Нехай циліндр складається з двох шарів, координати 

меж яких у безрозмірній формі – 1 2 30, 0.5, 1z z z   . Матеріалом першого 

шару є вольфрам з механічними характеристиками 

    
    
    

1
1

1 6
1

1 11
1

0.29 1 0.05172 ,

4.43 10 1 0.10457 ,

4.04 10 1 0.2277 ,

p

t p

p

T T

T T

E T T



   

    

   

 (5.1) 

а другого – сталь марки 25Х2М1Ф з механічними характеристиками 

    
    
    

2
2

2 6
2

2 11
2

0.24 1 0.291 ,

12.47 10 1 0.294 ,

2.197 10 1 0.278 .

p

t p

p

T T

T T

E T T



   

    

   

 (5.2) 

Матеріали шарів циліндра взяті в діапазоні температур 300 900 К . 

Розподіли температур в кожному шарі термочутливого циліндра описуються 

формулами 

 

 

1

2

1 0.7968649703 1 1 ,
0.4066697136 3

0.6294170673 0.06731199304 1 1 ,
0.3365599652 3

rT r

rT r

   

   

 

нетермочутливого за опорних значень механічних характеристик — 

 

 

1

2

10.979744672 ,
3

0.1 0.8732056693,

Tb r r

Tb r r

  

   
 

нетермочутливого за середньоінтегральних механічних характеристик — 

 

 

1

2

11.133382057 ,
3

0.1126362884 0.956342506.

Tm r r

Tm r r

  

   
 

За таких умов ставиться завдання визначити розподіли напружень заданого 

циліндра. 

Максимальні розбіжності між розподілами напружень термочутливого та 

нетермочутливого циліндрів рахувати з кроком 0.01 . 
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Програмна імплементація вхідних даних. 

Кількість шарів залишається незмінною, оскільки циліндр двошаровий 

(нагадаємо, що кількість шарів циліндра N за замовчуванням проініціалізовано 

двійкою). 

> N:=2: #The amounth of layers  

Крок розбиття, координати меж шарів та діапазон температур матимуть 

вигляд 

STEP:=0.01: #The step of tracing 
> z[1]:=0: z[2]:=0.5: z[3]:=1: #The coordinates of layer boundaries 
> tp:=300: tk:=900: #The temperature range 

Механічні характеристики запишуться 

> #The Poisson's ratio 
nuOp[1]:=0.29: nuK1[1]:=-0.05172413793: nuK2[1]:=0: 
nuOp[2]:=0.24: nuK1[2]:=0.291: nuK2[2]:=0: 
 
#The coefficient of linear expansion 
alphaOp[1]:=0.000004434576271: alphaK1[1]:=0.1045711665: alphaK2[1]:=0: 
alphaOp[2]:=0.00001246666667: alphaK1[2]:=0.2941122994: alphaK2[2]:=0: 
 
#The elastic moduli 
eOp[1]:=4.04*10^11: eK1[1]:=-0.2277227723: eK2[1]:=0: 
eOp[2]:=2.196666667*10^11: eK1[2]:=-0.2781942336: eK2[2]:=0: 

а температури термочутливого і нетермочутливого за опорних та середньоінтег-

ральних значень механічних характеристик 

> #The temperature distribution of thermosensitive cylinder 
T[1]:=(r)->(sqrt(1-2*0.4066697136*0.9797446720*r)-1)/(-0.4066697136)+1/3: 
T[2]:=(r)->(sqrt(1+2*(-0.3365599652)*(-0.1*(r-0.5)+0.5005451792))-1)/(-
0.3365599652)+1/3: 
 
#The temperature distribution (with basic values of the thermal conductivity 
coefficients) 
Tb[1]:=(r)->0.9797446720*r+1/3: 
Tb[2]:=(r)->-0.1*(r-0.5)+0.8232056693: 
 
#The temperature distribution (with average integral values of the thermal 
conductivity coefficients) 
Tm[1]:=(r)->1.133382057*r+1/3: 
Tm[2]:=(r)->-0.1126362884*(r-0.5)+0.9000243618: 
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Оскільки циліндр двошаровий, то виводи графіків розподілу напружень 

термочутливого та нетермочутливого за опорних та середньоінтегральних значень 

механічних характеристик циліндрів змінювати не потрібно, зокрема вони будуть 

> Sterm:=display(sigmaT[1], sigmaT[2]): 
> Sbas:=display(sigmaN[1], sigmaN[2]): 
> Smid:=display(sigmaM[1], sigmaM[2]): 

Якщо б циліндр складався з, наприклад, трьох шарів, виводи графіків 

розподілу напружень мали б вигляд 

> Sterm:=display(sigmaT[1], sigmaT[2], sigmaT[3]): 
> Sbas:=display(sigmaN[1], sigmaN[2] , sigmaN[3]): 
> Smid:=display(sigmaM[1], sigmaM[2] , sigmaM[3]): 

Якщо для досліджень необхідний лише один з графіків, то його слід вивести, 

дописавши у вільному полі робочої області display(Sterm), display(Sbas) чи 

display(Smid). 

У результаті запуску програми отримано графіки розподілів напружень 

(рис.5.3) та значення максимальних різниць між розподілами (рис.5.4). 

 

Рис. 5.3. Графік розподілів напружень 
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Рис. 5.4. Максимальні різниці між розподілами напружень  

термочутливого та нетермочутливого циліндрів 

Розглянемо детальніше вивід максимальних різниць (рис. 5.4). Максимальні 

різниці між розподілами напружень термочутливого і нетермочутливого за 

опорних значень механічних характеристик складають 30.16%  в точці 0z   

першого шару та 10.55%  в точці 0.5z   другого шару циліндра.  

Максимальні різниці між розподілами напружень термочутливого і 

нетермочутливого за середньоінтегральних значень механічних характеристик 

складають 23.35%  в точці 0.5z   першого шару та 12.35%  в точці 0.5z   другого 

шару циліндра. 

5.2. Програма для розрахунку температурних напружень багатошарових за 

радіальною координатою порожнистих циліндрів 

Програмний засіб «Програма для розрахунку температурних напружень 

багатошарових за радіальною координатою порожнистих циліндрів» 

(«StressCalc_rad») орієнтований на обчислення компонент напружено-

деформованого стану шаруватих за радіальною координатою термочутливих та 

нетермочутливих (за опорних та середньоінтегральних значень термомеханічних 

характеристик термочутливих) порожнистих циліндрів. 

Компоненти напружено-деформованого стану термочутливого циліндра 

обчислюються за формулами (2.284)-(2.90), а нетермочутливого за опорних чи 

середньоінтегральних значень механічних характеристик – за формулою (2.92)-

(2.98). 

Програмний засіб надається користувачу як один файл розширення mw, який 

необхідно відкрити за допомогою середовища Maple. 
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Для отримання результату розв’язання задачі термопружності у табличному і 

графічному виглядах користувачу необхідно ввести вхідні дані задачі та натисну-

ти кнопку запуску програми. Зазначимо, що майже всі вхідні дані попередньо 

проініціалізовано «нулем». 

Результатами програми є графіки розподілів температур і компонент напру-

жено-деформованого стану у термочутливому і нетермочутливому за опорних та 

середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик циліндрах, макси-

мальні різниці між розподілами температур і компонентами напружено-деформо-

ваного стану, а також перевіряється достатність розбиття товстих шарів циліндра 

на тонкі, які приводять до виконання інтегральної умови (2.225) з заданою 

користувачем точністю. 

5.2.1. Підготовка та ввід даних, які використовуються під час виконання 

програми 

У табл. 5.2 описано змінні, які використовуються в програмі. 

Таблиця 5.2. Вхідні дані для виконання обчислень у програмі «StressCalc_rad» 

№ 
Змінна в 

програмі 
Опис Примітки 

14.  N 

Кількість шарів циліндра n . Значення змінної зміни-

ти, якщо кількість шарів 

більша за 2. 

15.  STEP 

Крок розбиття (табулювання). Для подальшого обчис-

лення максимальних 

різниць між розподілами 

компонент напружено-

деформованого стану в 

циліндрах. 
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Продовження табл. 5.2 

16.  accuracy 

Точність виконання інтеграль-

ної умови (12) 

Задається як абсолютна 

величина відхилення по 

модулю інтегралу правої 

частини формули (17) 

від 2 2
1 1 1 2np p   . 

17.  rho[i] 

Координати меж шарів 

циліндра  1, 1i n  . 

Кількість змінних збіль-

шити, якщо кількість ша-

рів більша за 2. 

 

P[i]>0. 

18.  P[i] 

Кількість розбиттів кожного з 

шарів циліндра на менші. 

19.  

tp, 

 

tk 

Початкова pt  та кінцева kt  

температури. 

Температури із заданого 

діапазону p kt , t 
  . 

 

Коефіцієнти Пуассона 

              2

0 1 21        
i i i i

i i p i pt k T T k T T  

Кількість змінних збіль-

шити, якщо кількість ша-

рів більша за 2. 

20.  nuOp[i] 
   0 , 1,
i

i n  . 

21.  
nuK1[i], 

nuK2[i] 

   , 1, , 1,2  
i
jk i n j . 

22.  

Коефіцієнти лінійного розширення 

              2

0 1 21        
i i ii

t i t i p i pt k T T k T T  

23.  alphaOp[i]  
0
i

t
, 1,i n .  

24.  
alphaK1[і], 

alphaK2[і], 

   , 1, , 1,2  
i
jk i n j  

25.  

Модулі Юнга 

              2

0 1 21    
i i i i

i E i p E i pE t E k T T k T T  
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Продовження табл. 5.2 

26.  eOp[і]  
0

i
E , 1,i n . 

 

27.  
eK1[і], 

eK2[і] 

   , 1, , 1,2 
i

Ejk i n j  

28.  Розподіли температур  

29.  

T[i], 

Tb[i], 

Tm[i] 

Розподіли температур термо-

чутливого, нетермочутливого 

за опорних та середньоінтег-

ральних значень коефіцієнтів 

теплопровідності відповідно, 

 1,i n  

Використовується 

функціональний 

оператор “->” (стрілка). 

Записується, як «var-

>result», де «var» – 

послідовність змінних 

(або одна змінна), 

«result» – результат 

виконання процедури 

відносно змінних. 

Користувачеві потрібно 

ввести тут вираз розподі-

лу температури («re-

sult»), залежний від змін-

ної («var»). 

 
Розподіли компонент напружено-

деформованого стану 

 

30.  Phi[i] 

Змінна, що позначає функцію 

   
i

iT  i -го шару термочут-

ливого циліндра  1,i n . 

Функцію записано в цик-

лі, де початкова та кінцева 

ітерації – номери «субша-

рів» складової циліндра. 

Якщо кількість шарів ци-

ліндра більша за 2, необ-

хідно додати цикли для 

кожного з шарів. 
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Продовження табл. 5.2 

31.  

PhiN[i], 

 

PhiM[i] 

Змінна, що позначає функцію 

   
i

n inT  i -го шару нетермо-

чутливого (за опорних та се-

редньоінтегральних значень 

термомеханічних характерис-

тик відповідно) циліндра 

 1,i n . 

Кількість змінних необ-

хідно збільшити, якщо 

кількість шарів більша за 

2. 

32.  

ez, 

 

ezN, 

 

ezM 

Осьові деформації термочут-

ливого та нетермочутливого за 

опорних та середньоінтеграль-

них значень термомеханічних 

характеристик циліндра відпо-

відно. 

 

 Результат виведення максимальних різниць 

33.  

«word» 

i, layer 

Nw , ρ  

Mw , ρ  

…. 

 

«word» – об’єкт, відсотки якого виводяться, приймає зна-

чення: Total_stresses, σ ; Radial_stresses, σ ; Circumferenti-

al_stresses, σ ; Axial_stresses, σ z ; Radial_deformation, e ; 

Circumferential_deformation, e ; Radial_displacement, u  ; 

i – номер шару циліндра, для якого обчислюються віднос-

ні відхилення, Nw , Mw  – відносні відхилення у відсот-

ках між розподілами компонент напружено-деформовано-

го стану термочутливого і нетермочутливого (за опорних 

та середньоінтегральних значень термомеханічних харак-

теристик відповідно) циліндрів, ρ  – точка, в якій обчис-

люється максимальна різниця.  
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Продовження табл. 5.2 

Примітки. 

1. Для побудови графіків розподілів компонент напружено-деформованого стану 

використовується вбудована функція plot, що фактично є аргументом функції 

display. Якщо кількість шарів циліндра є меншою за загальну кількість розбиттів 

шарів на менші частини, то до списку аргументів функції display слід додати 

необхідну к-сть аргументів (функцій), що відповідають за побудову графіків роз-

поділу компонент напружено-деформованого стану термочутливого циліндра, 

тобто PlotSigma[i], PlotSigmaR[i], PlotSigmaPhi[i], PlotSigmaZ[i], PlotEr[i], 

PlotEPhi[i], PlotUr[i]. 

2. За замовчуванням, функції display розраховані на 2-шаровий циліндр, тому, у 

випадку якщо кількість шарів більша за 2, кількість аргументів нетермочутливіго 

циліндра за опорних (PlotSigmaN[i], PlotSigmaRN[i], PlotSigmaPhiN[i], 

PlotSigmaZN[i], PlotErN[i], PlotEPhiN[i], PlotUrN[i]) та середньоінтегральних 

значень термомеханічних характеристик (PlotSigmaM[i], PlotSigmaRM[i], 

PlotSigmaPhiM[i], PlotSigmaZM[i], PlotErM[i], PlotEPhiM[i], PlotUrM[i]) 

необхідно збільшити. 

3. Верифікація інтегральної умови (2.91) проводиться після обрахунку сумарних 

напружень в термочутливому циліндрі. 

4. Вкінці програмного коду за необхідності можна вивести табличні значення 

компонент напружено-деформованого стану, прибравши знак коментаря (“#”). 

5.2.2. Результат виконання програми 

Результатом виконання програмного засобу «Програма для розрахунку 

компонент напружено-деформованого стану багатошарових за радіальною коор-

динатою порожнистих циліндрів» є графіки розподілів компонент напружено-

деформованого стану багатошарових термочутливого та нетермочутливого (за 

опорних та середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик мате-

ріалів) порожнистих циліндрів, максимальні різниці між розподілами компонент 

напружено-деформованого стану в термочутливому і нетермочутливому (за опор-
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них та середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик матеріалів 

шарів) циліндрах, а також результат виконання інтегральної умови (2.91). 

Вивід графіків здійснюється вкінці програмного коду. Графіки розподілів 

компонент напружено-деформованого стану термочутливого циліндра буде зобра-

жений за допомогою червоної суцільної лінії, нетермочутливого за опорних зна-

чень термомеханічних характеристик матеріалів – синьої штрихової, нетермочут-

ливого за середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик матеріа-

лів – зеленої штрих-пунктирної. 

Приклад виводу графіків розподілу, наприклад, колових напружень, макси-

мальних різниць між розподілами колових напружень термочутливого та нетер-

мочутливого (за опорних та середньоінтегральних значень механічних характе-

ристик) циліндрів, а також результат виконання інтегральної умови (2.91) подано 

на рис.5.5 – 5.7 відповідно. 

 

Рис.5.5. Приклад виводу графіків розподілів колових напружень 
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Рис.5.6. Вивід максимальних різниць між розподілами колових напружень 

 

Рис.5.7. Вивід результату виконання інтегральної умови 

5.2.3. Розв’язування контрольного прикладу 

Формулювання задачі. Нехай порожнистий циліндр складається з двох 

шарів, координати меж яких у безрозмірній формі – 1 0.5  , 2 0.8  , 3 1  . 

Шари циліндра на складові не розбиватимемо. 

Матеріалом першого шару є кераміка 2ZrO  (5.1), а другого — титановий 

сплав Ti-6Al-4V  (5.2). Матеріали шарів циліндра взяті в діапазоні температур 

300 1100 К . 

Розподіли температур в кожному шарі термочутливого циліндра описуються 

формулами 

   

   
1

2

4.054492378 1.115251203 0.0078521149ln 2 3.781765105,

0.3315649867 3.613596778 0.3016ln 1.25 0.058837714,

T r r

T r r

   

   
 

нетермочутливого за опорних значень механічних характеристик – 

   

   

1

2

10.1618798956ln 2 ,
2

0.05ln 1.25 0.5760841384,

Tb r r

Tb r r

  

  
 

нетермочутливого за середньоінтегральних механічних характеристик – 
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   

   

1

2

10.1485562873ln 2 ,
2

0.023846687ln 1.25 0.5698219942.

Tm r r

Tm r r

  

   
 

Максимальні розбіжності між розподілами напружень термочутливого та 

нетермочутливого циліндрів рахувати з кроком 0.1 , а точність виконання 

інтегральної умови (2.225) вибираємо 510 . Вважаємо, що зовнішні та внутрішні 

тиски, а також тиски на торцях циліндра відсутні. 

За таких умов ставиться завдання визначити розподіли напружень заданого 

циліндра. 

 

Програмна імплементація вхідних даних. 

Кількість шарів залишається незмінною, оскільки циліндр двошаровий 

(нагадаємо, що кількість шарів циліндра N за замовчуванням проініціалізовано 

двійкою). 

> N:=2: #The amounth of \ 

Крок розбиття, точність виконання інтегральної умови, координати меж 

шарів циліндра, кількості розбиттів кожного шару та діапазон температур 

матимуть вигляд 

> STEP:=0.1: #The step of tracing 
 accuracy:=0.00001: # The accuracy of implementation of integral condition 
> rho[1]:=0.5: rho[2]:=0.8: rho[3]:=1: #The coordinates of layer boundaries 
P[1]:=1: P[2]:=1: #The amounth of separation of each layer 
tp:=300: tk:=1100: #The temperature range 

Механічні характеристики запишуться 

> #The Poisson's ratio 
> nuOp[1]:=0.333: nuK1[1]:=0: nuK2[1]:=0: 
nuOp[2]:=0.2984: nuK1[2]:=0.118: nuK2[2]:=0: 
 
#The coefficient of linear expansion 
> alphaOp[1]:=8.738*10^(-6): alphaK1[1]:=-1.4128: alphaK2[1]:=1.7496: 
alphaOp[2]:=8.8559*10^(-6): alphaK1[2]:=0.49014: alphaK2[2]:=-0.36754: 
 
#The elastic moduli 
> eOp[1]:=116.381: eK1[1]:=-0.521357: eK2[1]:=-0.084215: 
eOp[2]:=105.05: eK1[2]:=-0.5916: eK2[2]:=0: 
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Температури термочутливого і нетермочутливого за опорних та 

середньоінтегральних значень механічних характеристик запишуться 

> #The temperature distribution of thermosensitive cylinder 
> T[1]:=r->4.054492378*sqrt(1.115251203 + 0.07985211490*ln(2.0000000*r)) - 
3.781765105; 
T[2]:=r->0.3315649867*sqrt(3.613596778 + 0.30160*ln(1.2500000*r)) - 
0.0588377140; 
 
#The temperature distribution (with basic values of the thermal conductivity 
coefficients) 
> Tb[1]:=(r)->0.1618798956*ln(2*r)+1/2; 
Tb[2]:=(r)->0.05*ln(1.25*r)+0.5760841384; 
 
#The temperature distribution (with average integral values of the thermal 
conductivity coefficients) 
> Tm[1]:=(r)->0.1485562873*ln(2*r)+1/2; 
Tm[2]:=(r)->0.02384668748*ln(1.25*r)+0.5698219942; 

Цикли з виразами функцій    
i

iT  для термочутливого циліндра (у програмі 

вони позначені як Phi[i]) модифікацій не вимагають, оскільки циліндр двошаро-

вий. 

Якщо циліндр складається із більше, ніж двох шарів, то до вже існуючих 

циклів з виразами функцій 
   i

iΦ T , потрібно додати такі цикли 

> for i from pp[LAYER]+1 to pp[LAYER+1] do   Phi[i]:= Rho -> tk * 
alphaOp[LAYER] * ((T[LAYER](Rho) - Tp) + alphaK1[LAYER]/2 * (T[LAYER](Rho) 
- Tp)^2 + alphaK2[LAYER]/3 * (T[LAYER](Rho) - Tp)^3); Phi[LAYER](Rho); end 
do: 

де LAYER — номер шару, для якого записується цикл. 

Вирази функцій    
i

iT  для нетермочутливого циліндра за опорних і 

середньоінтегральних значень (у програмі вони позначені як PhiN[i] та PhiM[i] 

відповідно) модифікацій не вимагають, оскільки циліндр двошаровий. 

Якщо циліндр складається із більше, ніж двох шарів, то потрібно додати ще 

такі рядки 

>PhiN[LAYER]:=Rho->tk*alphaOp[LAYER]*((Tb[LAYER](Rho)-Tp)): 

для нетермочутливого циліндра за опорних значень механічних характеристик та  

>PhiM[LAYER]:=Rho->tk*alphaMid[LAYER]*((Tm[LAYER](Rho)-Tp)): 
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для нетермочутливого циліндра за середньоінтегральних значень механічних 

характеристик, де LAYER — номер шару, для якого записується цикл. 

Оскільки циліндр двошаровий і кожен з шарів на менші не розбивали, то 

виводи графіків розподілу компонент напружено-деформованого стану 

термочутливого та нетермочутливого за опорних та середньоінтегральних значень 

механічних характеристик циліндрів змінювати не потрібно, зокрема для 

сумарних напружень вони матимуть вигляд 

> display(PlotSigma[1], PlotNSigma[1], PlotMSigma[1], PlotSigma[2], 
PlotNSigma[2], PlotMSigma[2]): 

де PlotSigma[LAYER] – розподіл сумарних напружень певного «субшару» тер-

мочутливого циліндра, PlotNSigma[LAYER] – розподіл сумарних напружень 

певного «субшару» нетермочутливого циліндра за опорних значень, 

PlotMSigma[LAYER] – розподіл сумарних напружень певного «субшару» нетер-

мочутливого циліндра за середньоінтегральних значень механічних характерис-

тик, причому LAYER номер «субшару». 

Якщо б циліндр складався із, наприклад, тьох шарів, причому, шари були 

поділені сумарно, наприклад, на п’ять «субшарів», то вивід графіків розподілів 

компонент напружено-деформованого стану мав би такий вигляд 

> display(PlotSigma[1], PlotNSigma[1], PlotMSigma[1],  PlotSigma[2], 
PlotNSigma[2], PlotMSigma[2],  PlotSigma[3], PlotNSigma[3], PlotMSigma[3], 
PlotSigma[4], PlotSigma[5]); 

В результаті запуску програми отримано графіки розподілів, наприклад, раді-

альних напружень (рис.5.8) та їх значення максимальних різниць між розподілами 

радіальних напружень термочутливого та нетермочутливого (за опорних та 

середньоінтегральних значень механічних характеристик) (рис.5.9). 
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Рис.5.8. Графік розподілів радіальних напружень 

 

Рис.5.9. Максимальні різниці між розподілами радіальних напружень  

термочутливого та нетермочутливого циліндрів 

Розглянемо детальніше вивід максимальних різниць (рис.5.9).  

Максимальні різниці між розподілами радіальних напружень термочутливого 

і нетермочутливого за опорних значень механічних характеристик складають 

48.65%  в точці 0.8   першого та другого шарів циліндра. Максимальні різниці 

між розподілами напружень термочутливого і нетермочутливого за середньоінтег-

ральних значень механічних характеристик складають 20.52%  в точці 0.8   

першого та другого шарів циліндра. 
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5.3. Висновки до розділу 

У розділі представлено розроблені прикладні програмні продукти «Програму 

для розрахунку температурних напружень багатошарових по осі циліндрів» 

(«StressCalc_axes») та «Програму для розрахунку компонент напружено-де-

формованого стану багатошарових за радіальною координатою порожнистих ци-

ліндрів» («StressCalc_rad») для визначення термопружного стану багатошарових 

по осьовій та радіальній координатах циліндричних тіл. Перевагою програм є 

можливість проведення великої кількості числових експериментів по визначенню 

термопружного стану, що значно скорочує потребу у проведенні дороговартісних 

натурних експериментів.  

Розроблені програми дозволяють представити отримані результати у 

зручному наглядному графічному вигляді.  

На дані програми зареєстровано авторські права на твір (№64105 та №64106) 

у Державній службі інтелектуальній власності України. 
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ВИСНОВКИ 

Дисертаційна робота є завершеним науковим дослідженням, у якому 

вирішене актуальне наукове завдання з математичного моделювання 

температурних полів та компонент напружено-деформованого стану шаруватих за 

осьовою та радіальною координатами циліндричних тіл, у яких враховуються 

залежності теплових та механічних характеристик матеріалів шарів від 

температури за складних умов взаємодії із довкіллям та внутрішніх 

тепловиділень. При цьому отримано такі основні результати: 

1. Сформульовано нелінійні математичні моделі теплового та напружено-

деформованого станів термочутливих та нетермочутливих (за опорних та 

середньоінтегральних значень термомеханічних характеристик матеріалів) 

багатошарових за осьовою та радіальною координатами циліндричних тіл за 

різних умов теплообміну із довкіллям та знайдено їх числові розв’язки. 

2. Здійснено порівняльний аналіз отриманих результатів та досліджено вплив 

термочутливості матеріалів шарів циліндрів, безрозмірних критеріїв Біо, Кір-

пічова, Старка та Померанцева, інтенсивності кипіння та випаровування 

рідини, використання лінеаризованої умови випаровування на характер та 

рівень розподілів температур та компонент напружено-деформованого стану. 

3. Встановлено, що нехтування термочутливістю матеріалів шарів циліндрів 

при визначенні розподілів температур цілком допустиме, оскільки 

максимальні розбіжності між такими розподілами термочутливого та 

нетермочутливого (як за опорних, так і за середньоінтегральних значень 

термомеханічних характеристик матеріалів шарів) циліндрів є достатньо 

малими. Це може бути корисним при здійсненні експрес-оцінки теплового 

стану шаруватих циліндричних тіл. 

4. При визначенні розподілів компонент напружено-деформованого стану з 

використанням моделі нетермочутливого тіла наявні великі кількісні (більше 

50% ) та іноді і якісні (розтяг у термочутливому тілі та стиск у 

нетермочутливому, чи навпаки) розбіжності. Таке недостовірне визначення 
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компонент термопружного стану не може бути використане при 

проектуванні багатошарових циліндричних конструкцій. 

5. Дослідження тепловідведення шляхом кипіння та випаровування рідини з об-

межувальних поверхонь показало їх ефективність, оскільки вони суттєво ін-

тенсифікують відведення тепла – зниження температури може сягати 30% . 

Однак, використання лінеаризованої умови випаровування рідини з поверхні 

циліндра не дає адекватного розподілу температур і компонент напружено-

деформованого стану. 

6. Для числового аналізу та графічної ілюстрації розв’язків побудованих моде-

лей розроблено програмні засоби для розрахунку температурних полів та 

компонент напружено-деформованого стану багатошарових за осьовою та 

радіальною координатами циліндричних тіл. 
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