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ÀÍÎÒÀÖIß

Ìî÷óðàä Ë.I.Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì åëåêòðîííî¨ îïòèêè ç óðà-

õóâàííÿì ñèìåòði¨ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà

ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà òåõíi÷íèõ íàóê (äî-

êòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.05.02 ¾Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ òà

îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè¿ � Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿

ÌÎÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ, 2018.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî àêòóàëüíó íàóêîâî-ïðàêòè÷íó çàäà÷ó

ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ðîçðîáêè ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñ-

òàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè

åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Âêà-

çàíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà øëÿõîì ðîçðîáëåííÿ òà âäîñêîíàëåííÿ ñèñòåìè ìåòîäiâ

÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ. Â îñíîâi öi¹¨ ñè-

ñòåìè ëåæèòü ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó ïî¹äíàííi ç àïàðàòîì òåîði¨ ãðóï,

ìåòîäîì äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé òà àïàðàòîì ôóíêöié Ãðiíà. Çàïðîïîíîâàíà

ñèñòåìà ìåòîäiâ äîçâîëèëà, ïî-ïåðøå, åôåêòèâíiøå âèêîðèñòîâóâàòè îïåðà-

òèâíó ïàì'ÿòü êîìï'þòåðà, çìåíøóþ÷è ¨¨ îáñÿã ó êâàäðàò ïîðÿäêó ãðóïè ïðè

ôîðìóâàííi êîæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi àïðîêñèìóþòü

âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ. Ïî-äðóãå, ñèñòåìà ìåòîäiâ ñòâîðèëà ïåðåä-

óìîâè äî ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i â öiëîìó.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà îñíîâ-

íi çàäà÷i äîñëiäæåíü, íàóêîâó íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ, íàâåäåíî êiëüêiñòü ïóáëiêàöié çà òåìîþ ðîáîòè, âèäiëåíî îñîáèñòèé

âíåñîê çäîáóâà÷à òîùî.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi îêðåñëåíî ñòàí ïðîáëåìè òà âiäîìi øëÿõè ¨¨ âèðiøåííÿ

ó ëiòåðàòóði, îïèñàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîí-
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íî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè ó ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi, íàâåäåíî çàãàëüíó ñõå-

ìó âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ó êîíôiãóðàöi¨ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ íà

îñíîâi àïàðàòó òåîði¨ ãðóï, ðîçãëÿíóòî ïëîñêå íàáëèæåííÿ ñóòò¹âî ïðîñòîðîâî¨

çàäà÷i.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íà ïðèêëàäi äâîõ ìîäåëüíèõ çàäà÷ ðîçðîáëåíî ñèñòå-

ìó ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ îêðåìèõ êëàñiâ åëåêòðîííî-

îïòè÷íèõ ñèñòåì ç ìàêñèìàëüíèì óðàõóâàííÿì íàÿâíî¨ ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨

ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü.

Âðàõóâàííÿ ñïåöèôiêè ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü äîçâîëèëî çíà÷íî çìåíøè-

òè êiëüêiñòü êîíòðîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê (â íàéêðàùîìó âèïàäêó ìàòè

ñïðàâó ëèøå ç îäíi¹þ). Öå òàêîæ ñóòò¹âî ñïðîñòèëî âåñü àëãîðèòì îá÷èñëåíü.

Ïðîöåäóðó ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ïðîãðàìíîãî çàñîáó

OpenMP. Ç ìåòîþ âðàõóâàííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó â îêîëi êîíòó-

ðó ðîçiìêíåíî¨ ïîâåðõíi ðîçðîáëåíî àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè.

Ïîìi÷åíî, ùî ïðè ïåðåâàæàííi îäíi¹¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ïîâåðõíi íàä

iíøèìè çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â ¨¨ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ, áëèçüêèõ äî öåíòðàëü-

íîãî, ìàëî çìiíþ¹òüñÿ. Òîìó äëÿ âñòàíîâëåííÿ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ïîëÿ â öåí-

òðàëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì, çà óìîâè çàäîâî-

ëåííÿ ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè ðîçãëÿäóâàíèõ ó ðîáîòi ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòè-

âîñòåé, ìîæíà îáìåæèòèñü äîñëiäæåííÿì ëèøå ïëîñêèõ ïåðåðiçiâ ïðîñòîðîâèõ

êîíñòðóêöié.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà îïèñó¹ òàê çâàíå

ïëîñêå åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå. Ïðè öüîìó ñóòò¹âî âðàõîâàíî ñïåöèôiêó âiäïî-

âiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Îñíîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà ïèòàííi åêâiâàëåíòíîñòi

öi¹¨ çàäà÷i ïåâíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ òà çàäà÷i âèáîðó àäèòèâíî¨ ñòàëî¨,

ÿêà ïðèñóòíÿ â iíòåãðàëüíîìó çîáðàæåííi ïëîñêîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

ïðè éîãî ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi. Ïîêàçàíî, ùî öþ êîíñòàíòó ìîæíà îá-



4

÷èñëèòè çà íàÿâíîñòi êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi.

Çäiéñíåíî ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ïëîñêèõ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ âîñüìîãî òà ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêiâ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îñòàííi ¹ äåÿêèìè ïëîñêèìè íàáëèæåííÿìè

ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè

òà ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà. Ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïëîñêî¨ åëåêòðîñòàòèêè ç àáåëåâèìè ãðóïàìè

ñèìåòði¨ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ. Äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ äîöiëüíîñòi òà îöiíêè åôå-

êòèâíîñòi âiäïîâiäíî¨ ïðîöåäóðè ïðîâåäåíî íèçêó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíi¹¨ ïëîñêî¨ ìîäåëü-

íî¨ çàäà÷i åëåêòðîñòàòèêè ïðîàíàëiçîâàíî ñèñòåìó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ, â

îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äåêîìïîçèöiÿ ñêëàäíèõ îáëà-

ñòåé, àïàðàò ôóíêöié Ãðiíà òà âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìåæi.

Ïðîâåäåíå äîñëiäæåííÿ iëþñòðó¹ çàãàëüíèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíî¨

çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿêèé ìà¹ íà ìåòi ìàêñèìàëüíî âèêîðèñòàòè âñi

îñîáëèâîñòi äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i.

Ó ðàìêàõ ðîçâ'ÿçàííÿ íàóêîâî-ïðàêòè÷íîãî çàâäàííÿ ðîçâèòêó ìàòåìàòè-

÷íèõ ìîäåëåé òà ðîçðîáêè ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ

åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëî-

äiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ðîçøèðåíî ìîæëèâîñòi

çàñîáiâ i ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ïîëiâ åëåêòðîñòà-

òè÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñóòò¹âî ðîçøèðåíi ãðà-

íèöi ìîæëèâîãî ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨ åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòå-

ìè, îöiíåíî ïàðàìåòðè òàêî¨ ñèñòåìè, ôiçè÷íå âèìiðþâàííÿ ÿêèõ àáî òðóäîìiñ-

òêå, àáî íåìîæëèâå äëÿ íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi. Çàáåçïå÷åíî ñòiéêiñòü ïðîöåäóð

çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ ñèñòåì åëåêòðîííî¨

îïòèêè ç íàÿâíîþ ñèìåòði¹þ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü. Åôåêòèâíiøå âèêîðèñòàíî
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îïåðàòèâíó ïàì'ÿòü êîìï'þòåðà çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ ¨¨ íåîáõiäíîãî îáñÿãó ó

256, 64, 16, 4 ðàçè äëÿ êëàñiâ ñèñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi

âîëîäiþòü àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòðié øiñòíàäöÿòîãî, âîñüìîãî, ÷åòâåðòîãî,

äðóãîãî ïîðÿäêiâ, âiäïîâiäíî. À òàêîæ ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ, â

ÿêîìó ðåàëiçîâàíî ïðîöåäóðè ðîçïàðàëåëåííÿ ðîçðàõóíêiâ åëåêòðîñòàòè÷íèõ

ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì iç íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ

ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ áàãàòîïîòîêîâîñòi, ñó÷àñíî¨ àðõi-

òåêòóðè áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ òà ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ ó âiäïîâiäíîñòi äî

ñïåöèôiêàöi¨ OpenMP. Â ðåçóëüòàòi çìåíøåíî ÷àñ îá÷èñëåíü: íà 50% äëÿ ñè-

ñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi äâîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ; íà 75%�

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi ÷îòèðèÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ, íà 94% �

øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi øiñòíàäöÿòèÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïðîåêòóâàííÿ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, åëåêòðîííî-îïòè÷íà ñèñòåìà,

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, àáåëåâà ãðóïà ñèìåòði¨, ôóíêöiÿ Ãðiíà, äåêîìïî-

çèöiÿ ñêëàäíèõ îáëàñòåé.

Ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à:

Íàóêîâi ïðàöi, â ÿêèõ îïóáëiêîâàíi îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨:

1. Mochurad L.I. Maximal using of speci�cs of some boundary problems in

potential theory after their numerical analysis / L.I. Mochurad, Y.S. Hara-

sym, B.A. Ostudin // International Journal of Computing. � 2009.� Vol. 8,

� 2. � P. 149-15 � Æóðíàë iíäåêñó¹òüñÿ â IC Journals Master List (Index

Copernicus).
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2. Mochurad L.I. Flat variant of substantially spatial problem of electrostati-

cs and some aspects of its solution, related to speci�cs of input informa-

tion / L.I. Mochurad, B.A. Ostudin // Journal of Numerical and Applied

Mathematics.� 2011. � �2(105). � P. 98-110 � Æóðíàë iíäåêñó¹òüñÿ â

Scopus i Web of Science.

3. Ìî÷óðàä Ë.I. Çàïðîâàäæåííÿ åôåêòèâíî¨ ìåòîäèêè äî ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ îäíîãî êëàñó êðà¹âèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó / Ë.I. Ìî÷óðàä,

Á.À. Îñòóäií // Çáiðíèê íàóêîâèõ ïðàöü "Ìàòåìàòè÷íå òà êîìï'þòåðíå

ìîäåëþâàííÿ" . Ñåðiÿ: Òåõíi÷íi íàóêè. � Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé: Êàì'ÿ-

íåöü-Ïîäiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Îãi¹íêà.� 2009.�

Âèï. 2. � Ñ. 105-118.

4. Ìî÷óðàä Ë.I. Åôåêòèâíèé ïiäõiä äî ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè / Ë.I. Ìî÷óðàä, Ï.ß. Ïóêà÷ // Âiñíèê Õåðñîíñüêî-

ãî íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó.�Õåðñîí: ÕÍÒÓ, 2017. � Âèï.

3(62). Ò.1. � C. 155-165 � Æóðíàë iíäåêñó¹òüñÿ â Science Index (eLIBRA-

RY.RU).

5. Ìî÷óðàä Ë.I. Àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè i ðîçïàðàëåëåí-

íÿ îá÷èñëåíü äëÿ îäíîãî êëàñó çàäà÷ åëåêòðîííî¨ îïòèêè ëiíçè / Ë.I. Ìî-

÷óðàä, Ï.ß. Ïóêà÷ // Íàóêîâèé âiñíèê ÍËÒÓ Óêðà¨íè: çáiðíèê íàóêîâî-

òåõíi÷íèõ ïðàöü. � Ëüâiâ, 2017. � Òîì 27, � 5. � Ñ. 155-159� Æóðíàë

iíäåêñó¹òüñÿ â IC Journals Master List (Index Copernicus).

6. Ìî÷óðàä Ë.I. Ðîçïàðàëåííÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêî-
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ABSTRACT

Mochurad L.I. Mathematical modeling of the electronic optic systems taking

into account the symmetry of the boundary surfaces. � Qualifying scienti�c work

on the right of manuscripts.

The thesis for the degree of candidate of technical sciences, specialty 01.05.02�

Mathematical modeling and numerical methods. Lviv Polytechnic National Uni-

versity, Ministry of Education and Science of Ukraine, Lviv, 2018.

The modern scienti�c problem of the electrostatic �eld calculations in the

modeling process of the electron-optical systems with the symmetry appeared in

geometry of the surfaces-electrodes is solved in the paper. This solution is reali-

zed via the construction and improvement of the numerical modeling methods in

the case of the complicated electrostatic �elds. These methods are based on the

integral equations method connected with the group theory, domain decomposition

method and apparatus of Green function. The proposed system of methods allowed

us to use the main computer memory more e�ectively, diminishing it by squared

order of group while constructing every system of linear algebraic equations which

approximate the corresponding integral equations. Thus, the type of tasks which

assumes a numeral modelling with the use of the method of boundary integral

equations is broaden. Also, pre-conditions for parallelization of the solving process

in general are created.

The �rst chapter provides a state of the problem and the ways of its solution

in the literature, describes a mathematical model for calculating the electrostatic

�eld of electron-optical systems in a substantially spatial formulation, presents a

general scheme for the consideration of geometric symmetry in the con�guration of

surfaces of electrodes on the basis of the group theory apparatus, considers some

planar approximation substantially spatial problem.

In the second chapter, on the example of two model problems, a system of
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methods of the electrostatic �eld calculations of certain classes of electron-optical

systems with the maximum consideration of the existing symmetry in the geometry

of open surfaces was developed.

Taking into account the speci�city of the open-circuit surfaces it is possible

to decrease the amount of the controlled special points considerably (in the best

case to deal only with one), and also substantially to simplify the algorithm of

calculations. The procedure of parallelization was realized via the most popular

means of OpenMP. With the aim to take into account the singular behaviour of

the solution in the circuit of the open surface a posteriori method of the error

evaluation is created.

It is also noticed that under predominance of one geometrical component

surface over the other ones the changes of the potential value in its transversal

cuts close to central are not noticeable. To state the high-quality representation of

the �eld in the central transversal cuts of the electron-optical systems, one can limit

the research by the �at cuts of spatial constructions, since boundary surfaces sati-

sfy the geometrical properties mentioned above. Taking into account the speci�c

characters of initial boundary value problem in the mathematical model, describing

so-called �at electrostatic �eld, is considered.

In the third chapter, we consider a mathematical model that describes the so-

called plane electrostatic �eld. At the same time, the speci�city of the correspondi-

ng boundary value problem is taken into account. The main attention is focused

on the problem of the equivalence of this problem to a certain integral equation

and the problem of the choice of additive constant that is present in the integral

image of a plane electrostatic �eld with its mathematical modeling. It is shown

that this constant can be calculated in the presence of congruent components of

the boundary surface.

A numerical simulation of the electrostatic �elds of plane electron-optical systems
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with abelian groups of symmetry of the eighth and fourth order was also carri-

ed out. It should be noted that the latter are some �at approximations of the

spatial problems of calculating the electrostatic �eld of a quadrupole lens and a

plane capacitor. The features of parallelization of numerical solving problems of

plane electrostatics with abelian �nite-order symmetry groups are considered. The

proposed concept is illustrated by the numerical solving of some model tasks. The

equipotential lines are used for the representation of the electrostatic �eld.

In the fourth chapter, on the example of solving a single plane modeling problem

of electrostatics, a system of computational methods based on the method of

integral equations, the decomposition of complex domains, the apparatus of Green's

functions and the consideration of the symmetry of individual elements of the

boundary are analyzed. The study illustrates the general approach to solving a

complex problem of mathematical physics, which aims to maximally use all the

features of the problem under study.

For solving the task of the development of an e�ective system of methods

for numerical simulation of the calculation of electrostatic �elds for classes of

electron-optical systems with abelian �nite-order symmetry groups were expanded

the possibilities of means and methods of mathematical modeling of potential �elds

of electrostatic systems on the basis of the method of integral equations. Signi�-

cantly expanded the boundaries of a possible search for an optimal structure of the

electron-optical system, evaluated the parameters of such a system, whose physi-

cal measurement is either labor-intensive or impossible for the required precision.

Managed to ensure the stability of the procedures for �nding the parameters of

the electrostatic �elds of the classes of systems of electronic optics with the avai-

lable symmetry of the boundary surfaces. The memory of the computer was used

more e�ciently by reducing its volume: 256 times for the class of systems with the

abelian group of symmetry of the sixteenth order; 64 times for the class of systems
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with the abelian group of symmetry of the eighth order; 16 times for a class of

systems with abelian symmetry group of the fourth order; 4 times for the class

of systems with abelian symmetry group of the second order. developed software

that implements the procedures for parallelizing the calculations of electrostatic

�elds of classes of electron-optical systems with the available geometric symmetry

of electrodes surfaces by using such properties as multithreading, modern archi-

tecture of multi-core processors and the OpenMP software model. As a result,

computing time is reduced: 50% for systems with abelian second-order symmetry

group using dual-core processors; by 75% for systems with abelian symmetry group

of the fourth order using quad-core processors, by 94% for systems with abelian

symmetry group of the sixteenth order using sixteen-core processors.

The results of the dissertation can be used in the synthesis of electron-optical

systems of complex structure.

Keywords: mathematical modelling, electronic optical system, integral equation

method, abelian symmetry group, Green function, domain decomposition.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Ñèñòåìè åëåêòðîííî¨ îïòèêè ¹ îñíîâíèìè êîìïîíåíòàìè ñó÷àñíèõ íàóêîâî-

äîñëiäíèõ êîìïëåêñiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âèâ÷àþòüñÿ ñêëàäíi ôiçè÷íi ïðîöå-

ñè, ïîâ'ÿçàíi ç ðóõîì çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ó âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ïîëÿõ.

Ñôåðè çàñòîñóâàííÿ òàêèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì:

• ðàäiîëîêàöiÿ, ðàäiîàñòðîíîìiÿ, âèìiðþâàëüíà òåõíiêà (åëåêòðîííi ãàð-

ìàòè ¹ íåâiä'¹ìíèìè ÷àñòèíàìè ëàìï áiæó÷î¨ õâèëi, âîíè ¹ âàæëèâèìè

åëåêòðîâàêóóìíèìè ïðèëàäàìè);

• ÿäåðíà ôiçèêà (ëiíçè òà ¨õ ñèñòåìè ¹ îñíîâíèìè ÷àñòèíàìè ñó÷àñíèõ

ïîòóæíèõ åëåêòðîííèõ ìiêðîñêîïiâ òà ïðèñêîðþâà÷iâ; ó áiëüøîñòi ìi-

êðîçîíäiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â åêñïëóàòàöi¨, âèêîðèñòîâóþòü ìóëüòèïëåòè

åëåêòðîñòàòè÷íèõ êâàäðóïîëüíèõ ëiíç);

• ìåäèöèíà (äîñëiäæåííÿ çà äîïîìîãîþ íîâiòíiõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ïiä-

ñèëþâà÷iâ ðåíòãåíiâñüêîãî çîáðàæåííÿ).

Ó ïðîöåñi ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì åëåêòðîííî¨ îïòèêè ïîñòà¹ çàäà÷à ðîçðàõóí-

êó ïîòåíöiàëüíèõ ïîëiâ, ñòâîðþâàíèõ ñóêóïíiñòþ çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ. Åëå-

êòðîñòàòè÷íi ïîëÿ äîñëiäæóþòüñÿ ïåðåâàæíî çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòî-

äiâ, îñêiëüêè àíàëiòè÷íèé ðîçðàõóíîê ïîëÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ñêëàäíèé,

àáî âçàãàëi íåìîæëèâèé. Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ çðîáèëè Áàêàëåöü Â.À., Âåðëàíü À.Ô.,

Âëàäiìiðîâ Â.Ñ., Iëü¨í Â.Ï., Ëþäêåâè÷ É.Â., Ìåëüíèê I.Â., Çàõàðîâ Å.Â., Ñà-

ôðîíîâ Ñ.I., Õàïêî Ð.Ñ., Kress R., Johansson B.T. òà iíøi. Âiäîìî, ùî ìåòîä

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äà¹ ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçóâàòè åëåêòðîñòàòè÷-

íi çàäà÷i.
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Ïðî àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ñâiä÷èòü òå, ùî ïðè àíàëiçi

ñó÷àñíèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü äîñëiäæåííÿ çíà-

÷íî¨ êiëüêîñòi çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ ñêëàäíî¨ êîíôiãóðàöi¨, à âiäîìi ìåòîäè

ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ âiäïîâiäíèõ ñèñòåì íå ¹ óíiâåðñàëüíèìè,

îñêiëüêè íå ìîæóòü çàáåçïå÷èòè âèñîêó òî÷íiñòü òà øâèäêîäiþ îá÷èñëåíü. Çà

òàêèõ óìîâ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó éîãî êàíîíi÷íié ôîðìi âëàñòèâà

âòðàòà ñòiéêîñòi. À òàêîæ íåäîëiêîì iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ ¹ òå, ùî âîíè íå âðàõî-

âóþòü ìîæëèâiñòü îïèñó îá'¹êòó äîñëiäæåííÿ ìîäåëëþ ç âðàõóâàííÿì ñèìåòði¨

ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ. Iíøèì àðãóìåíòîì, ùî ïiäòâåðäæó¹ àêòóàëü-

íiñòü ðîçãëÿíóòèõ â äèñåðòàöi¨ çàäà÷, ¹ òå, ùî ðîçiìêíåíiñòü ãðàíè÷íèõ ïîâåð-

õîíü åëåêòðîäiâ çâóæó¹ êîëî ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, ÿêi á àäåêâàòíî âðàõîâóâàëè

ôiçè÷íó ïðèðîäó äîñëiäæóâàíîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ. Ãóñòèíà ðîçïîäi-

ëó ïîâåðõíåâîãî çàðÿäó ïîáëèçó êðàþ çàðÿäæåíî¨ ïîâåðõíi ñòðiìêî çðîñòà¹ i

ïåðåâèùó¹ íà ïîðÿäîê âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ â öåíòði ïîâåðõíi. Öå ïîâ'ÿçàíî ç

íàÿâíiñòþ ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðó, ðîçìið ÿêîãî â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìi ñïiâ-

ïàäà¹ ç ðîçìiðîì ïîâåðõíi åëåêòðîäó. Âåëèêà êiëüêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê çíà-

÷íî óñêëàäíþ¹ àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü i íå äà¹ ìîæëèâîñòi ñêîðèñòàòèñü ïðîñòîþ i åôåêòèâíîþ ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íîþ ñõåìîþ ðîçðàõóíêó. Àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ

òàêîæ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî iñíóþ÷å ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ðîçðàõóíêó åëå-

êòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì iç ñêëàäíîþ êîíôiãóðàöi¹þ

ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ âèìàãà¹ âåëèêèõ çàòðàò ÷àñó äëÿ äîñÿãíåííÿ íåîáõiäíî¨

òî÷íîñòi. Êðiì òîãî, iñíóþ÷i ïðîãðàìíi ïðîäóêòè ïîòðåáóþòü ñêëàäíîãî íàëà-

øòóâàííÿ âiäïîâiäíî äî ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i.

Ó öüîìó âèïàäêó çíà÷íó ãðîìiçäêiñòü ïðîöåäóðè ÷èñåëüíîãî àíàëiçó ìî-

æíà çíà÷íî ñïðîñòèòè, ìàêñèìàëüíî âðàõóâàâøè íàÿâíó ñèìåòðiþ â ãåîìåòði¨

ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü, óíèêíóòè ÷èñëîâî¨ íåñòiéêîñòi îá÷èñëåíü, çàáåçïå÷èòè
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íåîáõiäíó òî÷íiñòü òà ìiíiìiçóâàòè ÷àñ îá÷èñëåíü.

Îòæå, çàäà÷à ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ðîçðîáêè íîâèõ ìåòî-

äiâ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì

ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìå-

òði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ¹ àêòóàëüíîþ íàóêîâîþ òà ïðàêòè÷íîþ çàäà÷åþ, ÿêà

âèíèêà¹ ó ïðîöåñi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñó÷àñíèõ ñèñòåì åëåêòðîííî¨

îïòèêè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òåìà

äèñåðòàöi¨ âiäïîâiäà¹ íàóêîâîìó íàïðÿìó "Àíàëiç âåëèêèõ äàíèõ" êàôåäðè

ñèñòåì øòó÷íîãî iíòåëåêòó Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíi-

êà" . Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà òàêîæ ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáî-

òè êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà ïðîãðàìóâàííÿ öüîãî æ óíiâåð-

ñèòåòó "Îá ðóíòóâàííÿ òà çàñòîñóâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿ-

çàííÿ êëàñè÷íèõ òà ïðèêëàäíèõ çàäà÷" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0117U001850;

2017-2021 ðð.) òà äåðæáþäæåòíèõ ðîáiò êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè

Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà: "×èñåëüíi ìåòîäè

ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè-

÷íî¨ ôiçèêè i ìåõàíiêè" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0108U004150; 2008 ð.), "Ïîáó-

äîâà i äîñëiäæåííÿ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ çàäà÷ îá÷è-

ñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0107U007420; 2007-2009 ðð.),

"×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòå-

ìàòèêè" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0110U003150; 2010 ð.). Ó ðàìêàõ öèõ ðîáiò

çäîáóâà÷ ðîçðîáèëà ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì åëåêòðîííî¨

îïòèêè ç óðàõóâàííÿì ñèìåòði¨ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçðîáëåííÿ åôåêòèâíèõ

ìåòîäiâ äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ñêëàäíèõ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì.
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Ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèçíà÷à¹ íåîáõiäíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷.

1. Ðîçâèíóòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi îïèñó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ òà ðîçðî-

áèòè îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè ðîçðàõóíêó öèõ ïîëiâ äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ñè-

ñòåì åëåêòðîííî¨ îïòèêè ç óðàõóâàííÿì ñèìåòði¨ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü

òà àïàðàòó òåîði¨ ãðóï.

2. Ðîçðîáèòè ìåòîäè òà àëãîðèòìè ÷èñëîâîãî ðîçðàõóíêó ïëîñêèõ ñèñòåì

åëåêòðîñòàòèêè çi ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ ïîëÿ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó

äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé òà íàÿâíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨.

3. Ðîçðîáèòè ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ

ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñè-

ìåòði¹þ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ åëåêòðîñòàòè÷íi ïîëÿ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñè-

ñòåì.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi òà ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì iç

íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ.

ßê ìåòîäè äîñëiäæåíü ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè

ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, àëãåáðè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, çîêðåìà,

àïàðàò òåîði¨ ãðóï, àïàðàò ôóíêöié Ãðiíà, ìåòîä äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé, ìåòîä

ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó òàêîìó:

âïåðøå

• ðîçðîáëåíî ìåòîä ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ñêëàäíèõ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì òà ¨õ ïëîñêèõ íàáëèæåíü, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ãðà-

íè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òåîði¨ ïîòåíöiàëó ó ïî¹äíàííi ç àïàðàòîì
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òåîði¨ ãðóï, ùî íà âiäìiíó âiä iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ÷è-

ñëîâî¨ íåñòiéêîñòi îá÷èñëåíü;

• âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïëîñêèõ çîâíiøíiõ ãðàíè÷íèõ

çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó, ùî óìîæëèâëþ¹ äëÿ êëàñiâ êðàéîâèõ çàäà÷ ç

àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ çíàéòè àíàëiòè÷íå ïîäà-

ííÿ àäèòèâíî¨ ñòàëî¨, ïðèñóòíüî¨ ó çîáðàæåííi ðîçâ'ÿçêó;

• ðîçðîáëåíî àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè, ÿêèé äîïîìàãà¹

êîíòðîëþâàòè íåðåãóëÿðíiñòü ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ â îêîëi êóòîâî¨

òî÷êè ïîâåðõíi, óíèêàþ÷è òðóäíîùiâ àíàëiòè÷íîãî âðàõóâàííÿ ¨¨ ïîâå-

äiíêè;

• ðîçðîáëåíî ñòiéêèé îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëüíèõ

çàäà÷, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ðåàëiçóâàòè ïàðàëåëüíî;

óäîñêîíàëåíî

• ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ äëÿ êëàñiâ ñèñòåì åëåêòðîí-

íî¨ îïòèêè ç ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ;

• ìåòîä ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ïëîñ-

êèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi àïàðàòó ôóíêöié Ãðiíà, ìåòî-

äó äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé ç âðàõóâàííÿì íàÿâíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨;

äiñòàëà ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòîäîëîãiÿ ÷èñåëüíîãî àíàëiçó ïàðàìå-

òðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç ãåîìåòðè÷íîþ ñè-

ìåòði¹þ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó äîñÿãíåííi

òàêèõ ðåçóëüòàòiâ:
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• ðîçøèðåíî ìîæëèâîñòi çàñîáiâ i ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïî-

òåíöiàëüíèõ ïîëiâ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi ìåòîäó iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü;

• ñóòò¹âî ðîçøèðåíî ãðàíèöi ìîæëèâîãî ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨

åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè, îöiíåíi ïàðàìåòðè òàêî¨ ñèñòåìè, ôiçè÷íå

âèìiðþâàííÿ ÿêèõ àáî òðóäîìiñòêå, àáî íåìîæëèâå äëÿ íåîáõiäíî¨ òî-

÷íîñòi;

• çàáåçïå÷åíî ñòiéêiñòü ïðîöåäóð çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷-

íèõ ïîëiâ êëàñiâ ñèñòåì åëåêòðîííî¨ îïòèêè ç íàÿâíîþ ñèìåòði¹þ ãðàíè-

÷íèõ ïîâåðõîíü (åôåêòèâíiøå âèêîðèñòàíî îïåðàòèâíó ïàì'ÿòü êîìï'þ-

òåðà çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ ¨¨ íåîáõiäíîãî îáñÿãó ó 256, 64, 16, 4 ðàçè äëÿ

êëàñiâ ñèñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëîäiþòü àáå-

ëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòðié øiñòíàäöÿòîãî, âîñüìîãî, ÷åòâåðòîãî, äðóãîãî

ïîðÿäêiâ, âiäïîâiäíî);

• ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ, â ÿêîìó ðåàëiçîâàíî ïðîöåäóðè ðîç-

ïàðàëåëåííÿ ðîçðàõóíêiâ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îï-

òè÷íèõ ñèñòåì iç íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ

øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ áàãàòîïîòîêîâîñòi, ñó÷àñíî¨ àðõiòåêòóðè áàãàòî-

ÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ òà ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ ó âiäïîâiäíîñòi äî ñïåöèôiêà-

öi¨ OpenMP (ó ðåçóëüòàòi çìåíøåíî ÷àñ îá÷èñëåíü: íà 50% äëÿ ñèñòåì

ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi äâîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ; íà

75% � ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi ÷îòèðèÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ,

íà 94% � øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi øiñòíàäöÿòèÿäåðíèõ

ïðîöåñîðiâ).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïðîåêòóâàííÿ åëåêò-



27

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè.

Âïðîâàäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Îäåðæàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè âè-

êîðèñòàíî ó äîñëiäæåííÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç àíàëiçîì òà ìîäåëþâàííÿì åëåêò-

ðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ êîñìi÷íèõ îá'¹êòiâ â äiàïàçîíi ðàäiîõâèëü, ÿêi

ïðîâîäÿòü ó âiääiëi ìåòîäiâ òà ñèñòåì äèñòàíöiéíîãî çîíäóâàííÿ Ôiçèêî-ìå-

õàíi÷íîãî iíñòèòóòó iì. Ã.Â. Êàðïåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ùî ïiäòâåðäæåíî âiäïî-

âiäíèì àêòîì âïðîâàäæåííÿ. Òàêîæ ðåçóëüòàòè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âïðîâà-

äæåíî ó Íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà" â íàâ÷àëüíèé

ïðîöåñ ó êóðñi "Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà" ó âèãëÿäi ìåòîäè÷íèõ âêàçiâîê äëÿ

ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè òà âèêîíàííÿ ëàáîðàòîðíèõ ðîáiò.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

îòðèìàíi àâòîðîì äèñåðòàöi¨ îñîáèñòî. Ó äðóêîâàíèõ ïðàöÿõ, îïóáëiêîâàíèõ ó

ñïiâàâòîðñòâi, àâòîðó íàëåæèòü: [12] � ðîçðîáêà åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîç-

ðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà; [36, 41] � ðîçðîáëå-

ííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëèâ ïðîöåñ ðîçðàõóíêó åëåêòðî-

ñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè ðåàëiçóâàòè íà îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáàõ

ç ïàðàëåëüíîþ àðõiòåêòóðîþ; [38, 45] � çíàõîäæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

ïëîñêî¨ åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè ç ãðàíè÷íîþ ïîâåðõíåþ, ÿêà âîëîäi¹ àáå-

ëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó; [39, 42] � ðîçâèíåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨

ìîäåëi êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè òà ðîçðîáêà îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó

åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ öi¹¨ ñèñòåìè; [40, 96] � ðîçðîáêà àïîñòåðiîðíîãî ìåòî-

äó îöiíþâàííÿ ïîõèáêè; [47, 95] � äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïëîñêèõ

çîâíiøíiõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó òà çíàõîäæåííÿ àíàëiòè÷íîãî ïî-

äàííÿ àäèòèâíî¨ ñòàëî¨, ïðèñóòíüî¨ ó çîáðàæåííi ðîçâ'ÿçêó; [52] � ðîçðîáêà òà

àíàëiç îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïëîñêî¨ çàäà÷i åëåêòðîñòà-

òèêè â îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó ïî¹äíàííi ç àïàðàòîì

òåîði¨ ãðóï, àïàðàòîì ôóíêöié Ãðiíà òà ìåòîäîì äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé.
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Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü

òà îáãîâîðþâàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ ñèìïîçióìàõ: "Ïðîáëåìè îïòèìiçàöi¨ îá-

÷èñëåíü" (ñìò. Êàöèâåëi, Êðèì, 2009, 2011 ðð.), íà XVIII ìiæíàðîäíié êîíôå-

ðåíöi¨ ç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ 'ÌÊÌÌ - 2017' (ì. Õåðñîí, 2017 ð.), íà

ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ � 2010" (ì. Ëüâiâ,

2010 ð.), íà ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Íàóêîâà ïåðiîäèêà ñëîâ'ÿí-

ñüêèõ êðà¨í â óìîâàõ ãëîáàëiçàöi¨" (ì. Êè¨â, 2012 ð.), íà ìiæíàðîäíié íàóêîâié

êîíôåðåíöi¨ "Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ � 2009" (ì. Êè¨â, 2009 ð.), íà ìiæâóçiâñüêèõ

íàóêîâî-òåõíi÷íèõ êîíôåðåíöiÿõ "Ïðîáëåìè òà ïåðñïåêòèâè ðîçâèòêó åêîíî-

ìiêè i ïiäïðè¹ìíèöòâà òà êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîié â Óêðà¨íi" (ì. Ëüâiâ, 2009,

2010, 2012 ðð.), à òàêîæ íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè ñèñòåì øòó÷íîãî ií-

òåëåêòó Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà" òà êàôåäðè îá-

÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà

Ôðàíêà (2006-2011 ðð.).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ îïóáëiêîâà-

íi ó 18 íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [12, 36-42, 44, 45, 47, 49-52, 95-97], iç íèõ 6 �

îäíîîñiáíi; 6 ñòàòåé ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ ç òåõíi÷íèõ íàóê, ç íèõ 4 �

ïðàöi ó æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ; 3 ñòàòòi ó íàóêî-

âèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ ç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê; 9 ïðàöü ó òåçàõ äîïîâiäåé

ìiæíàðîäíèõ òà ìiæâóçiâñüêèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-

ðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë òà äîäà-

òêiâ. Ðîáîòà ìiñòèòü 116 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨�

161 ñòîðiíêà, 19 òàáëèöü, 27 ðèñóíêiâ, 102 íàéìåíóâàííÿ âèêîðèñòàíèõ ïåðøî-

äæåðåë.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ÑÒÀÍÓ ÏÐÎÁËÅÌÈ ÒÀ ØËßÕÈ ��

ÂÈÐIØÅÍÍß

Ó ïðîöåñi ìîäåëþâàííÿ çãàäóâàíèõ âèùå åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì áà-

çîâîþ ¹ çàäà÷à âèçíà÷åííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, ñòâîðþâàíîãî ñèñòåìîþ

çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ [23, 30]. Àíàëiòè÷íèé ðîçðàõóíîê äàíîãî ïîëÿ ìîæå áó-

òè âèêîíàíèé òiëüêè ó íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ. Àëå íàâiòü òîäi, êîëè âäà¹òüñÿ

îòðèìàòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, êiíöåâi âèðàçè ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ ãðîìiçä-

êèìè i íå äîñèòü çðó÷íèìè äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ [20, 62]. Òîìó ïðè

ìîäåëþâàííi åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ÷èñåëüíi

ìåòîäè ðîçðàõóíêó i åêñïåðèìåíòàëüíîãî äîñëiäæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïî-

ëiâ [67].

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åôåêòèâ-

íèì âèÿâëÿ¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü(IÐ) [4, 7, 24, 32,

63-66, 83, 84, 87]. Ïîêàçàíî [33-35], ùî äàíèé ìåòîä ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹

áiëüø åêîíîìíèì, íiæ ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi ìåòîäè, ÿêi ðàíiøå âèêîðèñòîâóâà-

ëèñü íà ïðàêòèöi. Äî íàéáiëüø âàæëèâèõ ïåðåâàã ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ñëiä âiäíåñòè çìåíøåííÿ ðîçìiðíîñòi çàäà÷i íà îäèíèöþ òà çàñòîñóâàííÿ äëÿ

íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó äî êðàéîâèõ çàäà÷ ó ÷àñòêîâî-

íåîáåæåíèõ îáëàñòÿõ ìà¹ ðÿä îñîáëèâîñòåé. Áåçïîñåðåäí¹ âèêîðèñòàííÿ ïðÿ-

ìîãî àáî íåïðÿìîãî âàðiàíòiâ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïðèâîäèòü äî íå-

îáõiäíîñòi âèçíà÷åííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ íà áåçìåæíèõ ãðàíèöÿõ. Óíèêíóòè

öèõ ïðîáëåì âäà¹òüñÿ, çàäiþþ÷è â iíòåãðàëüíîìó ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó çàìiñòü

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ Ãðiíà [88]. Öå ïðèâîäèòü äî

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà îáìåæåíié ÷àñòèíi ãðàíèöi îáëàñòi. Â [83, 85, 86]

òåõíiêà ôóíêöié Ãðiíà âèêîðèñòàíà äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ i

îáåðíåíèõ çàäà÷ â ïëîñêèõ ÷àñòêîâî-íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ. Íàáëèæåíi ìåòî-
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äè ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êóñêîâî-ãëàäêèõ çàìêíåíèõ ãðà-

íè÷íèõ ïîâåðõîíü ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè ¹ äîáðå âiäîìèìè [61, 71, 76]. Ïðîòå ïðè

àíàëiçi ðåàëüíèõ ñó÷àñíèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì âèÿâëåíà çíà÷íà êiëü-

êiñòü çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ ñêëàäíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ç íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ

ñèìåòði¹þ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü. Â ñâîþ ÷åðãó, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþ-

âàííi òàêèõ ñèñòåì îêðåìi åëåêòðîäè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi ðîçiìêíåíèõ

ïîâåðõîíü, íà ÿêèõ çàäàþòüñÿ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëiâ [73]. Öå ñóòò¹âî

óñêëàäíþ¹ òðàäèöiéíå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à ðîçiìêíå-

íiñòü ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü-åëåêòðîäiâ çâóæó¹ êîëî ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, ÿêi á

àäåêâàòíî âðàõîâóâàëè ôiçè÷íó ïðèðîäó äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà.

Ó öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ó ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi, íàâåäåíî çàãàëüíó

ñõåìó âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ â êîíôiãóðàöi¨ ïîâåðõîíü-åëåêòðîäiâ

íà îñíîâi àïàðàòó òåîði¨ ãðóï, ðîçãëÿíóòî äåÿêå ïëîñêå íàáëèæåííÿ ñóòò¹âî

ïðîñòîðîâî¨ ïðîáëåìè, à òàêîæ çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè, ïðèñâÿ÷åíî¨ äî-

ñëiäæåííÿì òà ÷èñåëüíîìó ìîäåëþâàííþ ñèñòåì åëåêòðîííî¨ îïòèêè.

1.1. Îïèñ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà

Ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ äîçâîëÿþòü äîñëiäæóâàòè åëåêòðîñòàòè÷íi ïîëÿ åëå-

êòðîäiâ, âåëè÷èíà, ôîðìà é ðîçìiùåííÿ ÿêèõ âiäïîâiäà¹ êîíôiãóðàöi¨ åëåêòðî-

äiâ ðåàëüíîãî äîñëiäæóâàíîãî ïðèëàäó. Ìîäåëþâàííÿ áiëüøîñòi åëåêòðîííî-

îïòè÷íèõ ñèñòåì âèìàãà¹ ÷èñåëüíîãî àíàëiçó ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî

ïîëÿ, ñòâîðþâàíîãî öèìè ñèñòåìàìè. Íåõàé åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå åëåêòðîííî-

îïòè÷íî¨ ñèñòåìè ñòâîðþ¹òüñÿN iäåàëüíî ïðîâiäíèìè åëåêòðîäàìè, ÿêi ó ñâî¨é

ñóêóïíîñòi ìîäåëþþòü áàãàòîçâ'ÿçíîþ ïîâåðõíåþ S : =
N
∪
i=1

Si, äå Si∩Sj = 0 ïðè

i ̸= j. Êîæåí åëåêòðîä Si ∈ S õàðàêòåðèçóþòü çàäàíèì ïîòåíöiàëîì, ÿêèé ¹

ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ. Ðîçiìêíåíi ïîâåðõíi Si âiäíåñåìî äî êëàñó ëiïøèöåâèõ.
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Çíàþ÷è ãåîìåòðiþ åëåêòðîäiâ òà ¨õ ïîòåíöiàëè, çàâæäè ìîæíà ðîçðàõóâàòè

ðîçïîäië ïîòåíöiàëiâ ó ïðîñòîði, à ïîòiì ïîáóäóâàòè öi ðîçðàõóíêè ãðàôi÷íî

i îòðèìàòè ïîòðiáíó êàðòèíó. Åëåêòðîñòàòè÷íèé ïîòåíöiàë ìà¹ âëàñòèâiñòü

àäèòèâíîñòi: ïîòåíöiàë ñèñòåìè çàðÿäiâ äîðiâíþ¹ ñóìi ïîòåíöiàëiâ, ñòâîðåíèõ

êîæíèì iç íèõ. Ïðè öüîìó ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ ìà¹ ïðàâèëî ïîäiáíîñòi ïî-

òåíöiàëüíèõ ïîëiâ, ÿêå äîçâîëÿ¹ ó âåëèêîìó ìàñøòàái âiäòâîðèòè ïîëÿ, ùî

äîñëiäæóþòüñÿ. Ïðàâèëî ïîäiáíîñòi ñòâåðäæó¹, ÿêùî ðîçìiðè åëåêòðîäiâ, ÿêi

ñòâîðþþòü ïîëå, i âñÿ âiäñòàíü ìiæ öèìè åëåêòðîäàìè çìiíåíi â îäíié ïðîïîð-

öi¨, òî ñòðóêòóðà ïîëÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ.

x

y

z

0

Ðèñ. 1.1: Êâàäðóïîëüíà ëiíçà

Ìîæëèâiñòü ïîïåðåäíüîãî ðîçðàõóíêó ðîçïîäiëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

¹ âàæëèâîþ çàäà÷åþ ïðè ïðîåêòóâàííi åëåêòðè÷íîãî òà åëåêòðîííîãî îáëà-

äíàííÿ. Ñêëàäíiñòü ¨¨ ïîëÿãà¹ ó âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïðîâiäíèêàìè òà ïåðåðîçïîäiëi

çàðÿäó íà ¨õ ïîâåðõíi. Âèçíà÷åííÿ öüîãî ïåðåðîçïîäiëó ¹ êëþ÷îâèì åòàïîì

ðîçðàõóíêó ðåçóëüòóþ÷îãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ i âèçíà÷à¹ óñþ ñêëàäíiñòü

çàäà÷i: ñèñòåìà ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹ ðîçïîäië çàðÿäó ó ñèñòåìi çàðÿäæåíèõ

ïðîâiäíèêiâ, ìà¹ âðàõîâóâàòè âñi ïðîâiäíèêè áåç ìîæëèâîñòi çìåíøåííÿ ¨õ

êiëüêîñòi.
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x

y

z

0

Ðèñ. 1.2: Ïàðàëåëüíèé êîíäåíñàòîð

Àíàëiç áàãàòüîõ ñó÷àñíèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì äà¹ ìîæëèâiñòü çðî-

áèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ¨õ ãðàíè÷íi ïîâåðõíi åëåêòðîäiâ âîëîäiþòü ãåîìåòðè-

÷íîþ ñèìåòði¹þ. Ç òî÷êè çîðó åëåêòðîñòàòèêè äî òàêèõ ñèñòåì ìîæíà âiäíå-

ñòè, äëÿ ïðèêëàäó, êâàäðóïîëüíi ëiíçè, ïàðàëåëüíèé êîíäåíñàòîð. Íà ðèñ.1.1

ïðåäñòàâëåíà îäíà iç ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié êâàäðóïîëüíî¨ ñèñòåìè, à íà

ðèñ.1.2 � ïàðàëåëüíîãî êîíäåíñàòîðà. Äîöiëüíèì âèÿâèëîñü âðàõóâàííÿ íàÿâ-

íî¨ ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨ ïîâåðõîíü åëåêòðîäiâ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó

òåîði¨ ãðóï.

Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi äëÿ ðîçðàõóíêó ïîëÿ åëåêòðîííî-îïòè÷-

íî¨ ñèñòåìè â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi íåîáõiäíî çíàéòè ôóíêöiþ U ∈ H 1(Ωs, ∆),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∆U = 0 â Ωs := R3\S̄; (1.1.1)

δ± U = f íà S; (1.1.2)

lim
|Q|→∞

U(Q) = 0, òî÷êà Q ∈ Ωs, (1.1.3)

äå δ± : H1(Ωs) → H1/2(S) � îïåðàòîðè ñëiäó [17, 57, 83, 84, 93, 94], f ∈
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H1/2(S)� çàäàíå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó, à

H1(Ωs,∆) :=
{
U | U ∈ H1(Ωs), ∆U ∈ L2(Ωs)

}
.

ßê âiäîìî [100], çàäà÷à (1.1.1)-(1.1.3) åêâiâàëåíòíà òàêîìó iíòåãðàëüíîìó

ðiâíÿííþ

(Kµ) (Q) ≡
∫∫
S

µ(P )K(Q,P )dSP = fk(Q), òî÷êà Q ∈ Sk

(
k = 1, N

)
, (1.1.4)

äå K(Q,P ) := 1/dist(Q,P ) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà â R3, µ (P ) � øóêàíà ñóêóïíà "ãóñòèíà ðîçïîäiëó çàðÿäiâ" íà S, òîáòî

µ (P ) := {µi (P ) , P ∈ Si ; i = 1, N
}
, à fk(Q) � ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

íà åëåêòðîäi, ÿêèé çìîäåëüîâàíî ïîâåðõíåþ Sk. Ó ðîáîòi [100] ïîêàçàíî, ùî

K� içîìîðôiçì iç H−1/2
00 (S) â H1/2(S), ïðè÷îìó

m1 ∥µ∥H−1/2
00 (S)

≤ ∥Kµ∥H1/2(S) ≤ m2 ∥µ∥H−1/2
00 (S)

(0 < m1 ≤ m2) . (1.1.5)

Íåðiâíîñòi (1.1.5) âèðàæàþòü ðîçâ'ÿçíiñòü IÐ (1.1.4).

1.2. Çàãàëüíà ñõåìà âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ó ïîäàííi

ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ áàçó¹òüñÿ íà âèçíà-

÷åííi ïîëÿ çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äî

äèôåðåíöiàëüíî¨ àáî iíòåãðàëüíî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ, ÿêà îïèñó¹ îñíîâíó çàäà-

÷ó åëåêòðîñòàòèêè. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì íàâiòü íàéáiëüø

åêîíîìíîãî ìåòîäó êîëîêàöi¨ [14] çà óìîâ êóñêîâî-ïîñòiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ øó-

êàíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ âèìàãà¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ àë-

ãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü âåëèêèõ ðîçìiðíîñòåé ç ùiëüíî çàïîâíåíèìè ìàòðèöÿìè.

Îñòàííÿ îáñòàâèíà, â ñâîþ ÷åðãó, ÿê âiäîìî, ïðèçâîäèòü äî ÷èñëîâî¨ íåñòié-

êîñòi. Ïîìi÷åíî [16, 22], ùî áiëüøîñòi åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ïðèòàìàí-

íà ãåîìåòðè÷íà ñèìåòðiÿ, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü òðàêòóâàòè çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ç
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àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó [21, 22] . Çàñòîñóâàííÿ àïàðàòó

òåîði¨ ãðóï [11, 18, 68] ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü ðîáèòü ìîæëèâèì ñóòò¹âî ïîíèçèòè ïîðÿäêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi

àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè íå-

ñòiéêîñòi ðîçðàõóíêiâ i, òàêèì ÷èíîì, ðîçøèðþ¹ êîëî ïðîáëåì, ùî äîïóñêàþòü

÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó çà íàÿâíîñòi âåëèêî¨ êiëüêîñòi ñêëàäîâèõ S äëÿ åôåêòèâíî-

ãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó (1.1.4) äîöiëüíèì ¹

âñòàíîâëåííÿ êëàñiâ çàäà÷, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ òîãî ÷è

iíøîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ òîãî, ùîá ãðàíè÷íà ïîâåðõíÿ S âîëîäiëà äåÿêîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñè-

ìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó {τi}Mi=1, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá S äîïóñêàëà

ïîäië íà êîíãðóåíòíi ñêëàäîâi Si

(
i = 1, M ; M ≥ N

)
, òîáòî S :=

M∪
i=1

Si, ïðè-

÷îìó Si ∩ Sj = 0 äëÿ i ̸= j i S1 = τiSi, i = 1, M . Òóò ïåðåòâîðåííÿ τi ¹

åëåìåíòàìè âiäïîâiäíî¨ ãðóïè ñèìåòði¨ M -ãî ïîðÿäêó. Òîìó ãðàíè÷íó ïîâåðõ-

íþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi S =
M∪
i=1

τ−1
i S1.

Âiäîìî [22], ùî îïåðàòîð Ëàïëàñà iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ðóõó åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó, à êîæíà ñêií÷åííà ãðóïà ñèìåòði¨ ïîâåðõíi â åâêëiäîâîìó ïðîñòî-

ði ¹ ïiäãðóïîþ çàäàíî¨ ãðóïè ðóõiâ. Òîìó, ÿêùî ïîâåðõíÿ S âîëîäi¹ äåÿêîþ

ñêií÷åííîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ {τi}Mi=1, òî àíàëîãi÷íîþ ãðóïîþ âîëîäi¹ ïî÷àòêîâà

êðàéîâà çàäà÷à (1.1.1)-(1.1.3) i âiäïîâiäíå ¨é iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (1.1.4). Äàëi

ðîçãëÿíåìî çîáðàæåííÿ ãðóïè {τi} îïåðàòîðàìè çñóâó Ti, ÿêi äiþòü â ïðîñòîði

ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà S, i ¹ àñîöiéîâàíèìè ç ðóõàìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

τi: Tiµ (P ) = µ
(
τ−1
i P

)
, P ∈ S, i = 1, M . Íà ïiäñòàâi öüîãî ïåðåéäåìî âiä áà-

çèñó {µi (P )}, P ∈ Si, äî áàçèñó {µ′i (P )}, P ∈ S1, ïðè÷îìó µi (P )� çâóæåííÿ

µ (P ) íà Si, à µ′i (P ) = µi
(
τ−1
i P

)
. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî çàïðîâàäæåíà "çàìiíà

çìiííèõ" âïëèâà¹ íà çàãàëüíèé âèãëÿä ÿäåð i ïðàâèõ ÷àñòèí ó iíòåãðàëüíèõ
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ðiâíÿííÿõ (1.1.4). Â ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó ñè-

ñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó ïîäàìî ó òàêîìó îïåðàòîðíîìó çîáðàæåííi

M∑
j=1

K ′
ijµ

′
j (Q) = f ′i (Q) , i = 1, M. (1.2.1)

Òóò K ′
ij � iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ¹ ôóíêöi¨ µ′j,

çàäàíi ëèøå íà êîíãðó¹íòíié ñêëàäîâié S1 ïîâåðõíi S, à f ′i (Q) � âèðàæàþòü

êðàéîâi óìîâè íà Si, ïðè÷îìó Q ∈ S1.

Â ñèëó êîìóòóâàííÿ ìàòðèöi îïåðàòîðiâ K ′ =
∥∥K ′

ij

∥∥M
i,j=1

ç äîâiëüíîþ ìà-

òðèöåþ P̂ ∈
{
P̂ (k)

}
, äå

{
P̂ (k)

}
� ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ ãðóïè {τk} ìàòðèöÿìè

ïåðåñòàíîâîê, K ′ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îïåðàòîð çãîðòêè. Òîìó, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ [74] äëÿ µ′j (P ), çàïèøåìî µ̄
′
j (P ) : =

M∑
j=1

Fijµ
′
j (P ),

äå ∥Fij∥Mi,j=1 � ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨ χi (τj) ¹ õàðàêòåðè ãðóïè { τj}Mj=1. Îñòàí-

í¹ äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåòâîðèòè ñèñòåìó (1.2.1) äî òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòiM íåçà-

ëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äå iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ëèøå ïî S1:

Kiµ̄
′
j (Q) = f̄ ′i (Q) , Q ∈ S1, i = 1, M.

Òóò Ki := K̄ ′
ii =

M∑
k,m=1

FikK
′
kmF

−1
mi
,
∥∥∥F−1

ij

∥∥∥M
i,j=1

� ìàòðèöÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹.

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîâèìiðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âè-

êîðèñòîâóâàòè çàïðîïîíîâàíèé Îñòóäiíèì Á.À. [14, 90] ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé

ìåòîä, ÿêèé äi¹ íà ïåâíîìó êëàñi ðîçiìêíåíèõ ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü. Ïðåäìå-

òîì îêðåìèõ äîñëiäæåíü ¹ ïîáóäîâà åôåêòèâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ

äëÿ çíàõîäæåííÿ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ. Âiäîìî [29, 69, 98], ùî ãóñòè-

íà ðîçïîäiëó ïîâåðõíåâîãî çàðÿäó ñòðiìêî çðîñòà¹ ïîáëèçó êðàþ çàðÿäæåíî¨

ïîâåðõíi. Öå ïîâ'ÿçàíî ç íàÿâíiñòþ ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðà, ðîçìið ÿêîãî â ðà-

äiàëüíîìó íàïðÿìi ïðàêòè÷íî ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiðîì ïîâåðõíi [63]. Àäåêâàòíå

ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âiäïîâiäíîãî ïîëÿ ïåðåäáà÷à¹ âðàõóâàííÿ õàðàêòå-
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ðó ïîâåäiíêè øóêàíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ ïîáëèçó êîíòóðó ðîçiìêíåíî¨

ïîâåðõíi òà íà ëiíi¨ ¨¨ çëàìó [3, 19, 98]. Äëÿ âðàõóâàííÿ öi¹¨ îñîáëèâîñòi ìî-

æíà âèêîðèñòîâóâàòè àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíêè ïîõèáêè, çàãàëüíi iäå¨ ÿêîãî

íàâåäåíi â ðîáîòi [89]. Ó ïðàöÿõ [28, 80, 99] çàïðîïîíîâàíî ñïîñîáè ïîáóäîâè

àïîñòåðiîðíèõ îöiíþâà÷iâ ïîõèáîê ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëÿ êðàéîâèõ

çàäà÷ çi çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó òà çàäà÷

åëàñòîñòàòèêè.

Âðàõóâàííÿ íàÿâíî¨ ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨ çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ äà¹ ìî-

æëèâiñòü "ðîçùåïèòè" ïî÷àòêîâó çàäà÷ó íà íåçàëåæíi i ðîçïàðàëåëèòè ïðîöåñ

ðîçðàõóíêó äîñëiäæóâàíîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïàðàëåëü-

íèõ àëãîðèòìiâ ìîæíà ó ïàðàëåëüíîìó ðåæèìi âèêîðèñòîâóâàòè äåêiëüêà êîì-

ï'þòåðiâ àáî çâåðíóòèñü äî áàãàòîïîòîêîâîñòi. Áóäóâàííÿ ìóëüòèïðîöåñîðíèõ

ñèñòåì ¹ ïåðøèì òà íàéãîëîâíiøèì íàïðÿìêîì ó ìóëüòèïîòîêîâîñòi, àëå äëÿ

öüîãî øëÿõó ðîçðîáëåííÿ ïîòðiáíi âåëèêi êîøòè [56]. Âèêîðèñòàííÿ ìóëüòè-

ÿäåðíèõ ñèñòåì ¹ êðàùîþ ìîæëèâiñòþ äëÿ çáiëüøåííÿ ïîòóæíîñòi ïðîöåñîðiâ

[10]. Íà îñíîâi ñó÷àñíèõ àðõiòåêòóð áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ åôåêòèâíèì âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ ïîïóëÿðíîãî ïðîãðàìíîãî çàñîáó OpenMp [25, 102].

Äëÿ çîáðàæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóþòü ñèëîâi

ëiíi¨. Ïîðÿä ç öèì ïîëå ìîæíà çîáðàæàòè ïîâåðõíÿìè, âñi òî÷êè ÿêèõ ìàþòü

îäíàêîâèé ïîòåíöiàë. Ïðè çîáðàæåíi ïîëÿ íà ïëîùèíi öèì ïîâåðõíÿì áóäóòü

âiäïîâiäàòè äåÿêi ëiíi¨. Òàêi ïîâåðõíi àáî ëiíi¨ íàçèâàþòüñÿ åêâiïîòåíöiàëüíè-

ìè ïîâåðõíÿìè àáî ëiíiÿìè [70]. Îñêiëüêè óñi òî÷êè åêâiïîòåíöiàëüíî¨ ïîâåðõíi

äàþòü îäíàêîâèé ïîòåíöiàë, òî ïðè ïåðåìiùåííi çàðÿäó âçäîâæ íå¨ ðîáîòà åëå-

êòðè÷íîãî ïîëÿ äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå çíà÷èòü, ùî ñèëà åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ùî

äi¹ íà çàðÿä, âåñü ÷àñ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïåðåìiùåííÿ. Çâiäêè ìè ìà¹ìî, ùî

ñèëîâi ëiíi¨ çàâæäè ïåðïåíäèêóëÿðíi äî åêâiïîòåíöiàëüíèõ ïîâåðõîíü.
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1.3. Ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ ïëîñêîãî íàáëèæåííÿ

Iç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ â ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi çà-

äà÷i ó ïðàöi [8] ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè ìîæíà îáìåæèòèñü òàê çâàíèì

ïëîñêèì ¨¨ íàáëèæåííÿì. À ñàìå, ÿêùî ïîâåðõíi çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ ¹ íå-

ñêií÷åííî äîâãèìè öèëiíäðè÷íèìè, òâiðíi ÿêèõ íåñêií÷åííî òîíêi ðiâíîìiðíî

çàðÿäæåíi ïî äîâæèíi íèòêè, ïàðàëåëüíi äî îäíi¹¨ iç êîîðäèíàòíèõ îñåé, òî â

ïåðåðiçi ç äîâiëüíîþ ïëîùèíîþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî öi¹¨ îñi, óòâîðþ¹òüñÿ

äåÿêà ñóêóïíiñòü ðîçiìêíåíèõ äóã. Òîäi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó äîñëiäæóâàíîãî

ïîëÿ â äîâiëüíié òî÷öi ïðîñòîðó íå çàëåæèòü âiä îäíi¹¨ êîîðäèíàòè. Òîìó ðîç-

ãëÿäóâàíó ïðîñòîðîâó çàäà÷ó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïëîñêó. Âêàçàíèé ïiäõiä

äîñèòü ïîøèðåíèé ó ïðàêòèöi ïðîåêòóâàííÿ åëåêòðîííî-ïðîìåíåâèõ ïðèëà-

äiâ. Çîêðåìà, íà ðèñ. 1.3 çîáðàæåíà ñõåìà åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà ¹

ïëîñêèì íàáëèæåííÿì âiäïîâiäíî¨ ïðîñòîðîâî¨ êâàäðóïîëüíî¨ ñèñòåìè.

0 x

y

Ðèñ. 1.3: Ïëîñêå íàáëèæåííÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè

Âíàñëiäîê, ó ðîáîòi òàêîæ çîñåðåäæåíî óâàãó íà äîñëiäæåíi ïåâíèõ àñïåê-

òiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ÿêà îïèñó¹ òàê çâàíå ïëîñêå åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå.
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Ïðè öüîìó âiäíîñíî ïðîñòà ïëîñêà ìîäåëü ñòà¹ â íàãîäi äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ äî-

ñòîâiðíîñòi ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i â ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi. Ó

òàêié ñèòóàöi¨ íåîáõiäíî çíàéòè ôóíêöiþ V (x) ∈ C2
(
R2\L

)
, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

• äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆V (x) = 0, x ∈ R2\L, (1.3.1)

äå L :=
N∪
j=1

Lj � îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïðîñòèõ, ãëàäêèõ, íåçà-

ìêíåíèõ i îáìåæåíèõ äóã Lj íà ïëîùèíi R2, ïðè÷îìó äîâiëüíi äâi äó-

ãè íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, à L := L ∪ {x∗1, x∗2, ..., x∗2N }, ÿêùî ÷åðåç

x∗m (m = 2j − 1, 2j; j = 1, 2, ..., N) ïîçíà÷àòè êðàéíi òî÷êè ðîçiìêíåíî¨

äóãè Lj;

• êðàéîâi óìîâè

V ± (x) = g(x), x ∈ L, (1.3.2)

äå g(x) �âiäîìà ôóíêöiÿ, çàäàíà íà L, ÿêà â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó

¹ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ, à V ± (x) � ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨

çà óìîâ ïðÿìóâàííÿ òî÷êè x∈L ïî íîðìàëi äî L ç äîäàòíî¨ (âiä'¹ìíî¨)

ñòîðîíè;

• óìîâó îáìåæåíîñòi íà íåñêií÷åííîñòi

V (∞) = C, (1.3.3)

à òàêîæ

• ” óìîâó íà ðåáði ”

lim
ρ→0

2N∑
m=1

∫
C∗

m(ρ)

∣∣∣∣∂V (y)

∂ρ

∣∣∣∣ dSy = 0, (1.3.4)

ïðè÷îìó C∗
m (ρ) :=

{
x ∈ R2

∣∣ |x− x∗m| = ρ
}
\L.
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Îñêiëüêè çàäà÷ó (1.3.1)-(1.3.4) òðàêòó¹ìî ïëîñêèì íàáëèæåííÿì ñóòò¹âî

ïðîñòîðîâî¨ (1.1.1)-(1.1.3), òî ìåæó L ââàæà¹ìî òàêîþ, ùî âîëîäi¹ àáåëåâîþ

ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Îòæå, äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ

ïëîñêèõ ïðîáëåì ìîæíà òàêîæ ñêîðèñòàòèñü îïèñàíîþ âèùå ñõåìîþ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó öüîìó ðîçäiëi îêðåñëåíî ñòàí ïðîáëåìè òà øëÿõè ¨¨ âèðiøåííÿ ó ëi-

òåðàòóði, îïèñàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîííî-

îïòè÷íèõ ñèñòåì ó ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi, íàâåäåíî çàãàëüíó ñõå-

ìó âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ó êîíôiãóðàöi¨ ïîâåðõîíü-åëåêòðîäiâ íà

îñíîâi àïàðàòó òåîði¨ ãðóï, ðîçãëÿíóòî äåÿêå ïëîñêå íàáëèæåííÿ ñóòò¹âî ïðî-

ñòîðîâî¨ çàäà÷i.
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ÐÎÇÄIË 2

ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍI ÌÅÒÎÄÈ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß

ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑIÂ ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×

ÅËÅÊÒÐÎÍÍÎ� ÎÏÒÈÊÈ

Ïðè ðîçãëÿäi çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ñó÷àñíèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ïî-

ìi÷åíî, ùî âîíè âîëîäiþòü ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ. Äàíà âëàñòèâiñòü äîçâî-

ëÿ¹ ñåðåä êðàéîâèõ çàäà÷ åëåêòðîñòàòèêè âèäiëèòè êëàñè çàäà÷, ÿêi âîëîäi-

þòü àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ. Ïðè öüîìó ÷èñåëüíå

ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâîãî ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó iç ïåâíîãî êëàñó äîçâîëÿ¹ äî-

áðå ïðîiëþñòðóâàòè âñi àñïåêòè çàïðîâàäæåíî¨ ìåòîäèêè. Ó öüîìó ðîçäiëi, íå

çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, íà äâîõ ìîäåëüíèõ ïðèêëàäàõ ïðîäåìîíñòðîâàíî óñi

îñíîâíi iäå¨ ìåòîäèêè ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó íàáëèæåíîãî ðîçðàõóíêó åëåêòðî-

ñòàòè÷íèõ ïîëiâ äåÿêèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâèìè

ãðóïàìè ñèìåòði¨ øiñòíàäöÿòîãî òà âîñüìîãî ïîðÿäêiâ.

Ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó [36-39, 42, 50, 96, 97].

2.1. Ðîçðàõóíîê åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè ÿê

òèïîâà ìîäåëüíà çàäà÷à â ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi

Ç òî÷êè çîðó åëåêòðîñòàòèêè äî êëàñó çàäà÷, ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðó-

ïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ìîæíà âiäíåñòè çàäà÷i ðîçðàõóíêó ïîëiâ,

ñòâîðþâàíèõ òàê çâàíèìè êâàäðóïîëüíèìè ñèñòåìàìè çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ðîçðàõóíêó îêðåìèõ ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïî-

ëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè, îäíà iç ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié ÿêî¨ çîáðàæåíà íà

ðèñ. 2.4. Çàçâè÷àé, çàäà÷à ìîäåëþâàííÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

öi¹¨ ñèñòåìè ïåðåäáà÷à¹ çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó ïîòåíöiàëó. Ó ïåðåðiçi åëåêòðî-

äè äàíî¨ ëiíçè ìàþòü ôîðìó ãiïåðáîë. Íà ïîâåðõíi åëåêòðîäiâ åëåêòðîñòàòè-

÷íèé ïîòåíöiàë ñòàëèé. Éîãî ñòàëiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïåðåðîçïîäiëîì çàðÿäiâ.
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Ðèñ. 2.4: Äîñëiäæóâàíà êâàäðóïîëüíà ñèñòåìà

Ó ïðîöåñi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïîäàìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó åëåêòðî-

äiâ ó òàêîìó âèãëÿäi: S :=
4∪

i=1

Si, äå Si � ãëàäêi ðîçiìêíåíi ïîâåðõíi, ùî íå

ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, îáìåæåíi êóñêîâî-ãëàäêèìè êîíòóðàìè ñêií÷åííî¨ äîâ-

æèíè. Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.1.1)-

(1.1.3). Íåõàé P , Q i ò.ä. � òî÷êè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3. Òîäi, ÿê âiäîìî

[100], ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åêâiâàëåíòíà òàêîìó ií-

òåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ

(Kσ) (P ) ≡
∫∫
S

σ (Q)K (P, Q) dSQ = fk (P ), P ∈ Sk

(
k = 1, 4

)
, (2.1.1)

äåK(P, Q) := 1/dist(P,Q), fk (P ) � ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó íà åëåêòðî-

äi, ÿêèé çìîäåëüîâàíî ïîâåðõíåþ Sk (fk (P ) ≡ const), à σ (Q) � øóêàíà ñóêóïíà

ãóñòèíà ðîçïîäiëó çàðÿäiâ íà S, òîáòî σ (Q) := {σi (Q), Q ∈ Si; i = 1, 4
}
.

Òàêîæ ñëiä çàóâàæèòè, ùî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó fk(P ) íå îáîâ'ÿçêî-

âî âîëîäiþòü ñèìåòði¹þ ÷è àíòèñèìåòði¹þ.
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2.1.1. Ïîäàííÿ åêâiâàëåíòíîãî äâîâèìiðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ âiäïîâiäíî äî ñïåöèôiêè ïîâåðõíi S òà éîãî ïàðàìåòðèçàöiÿ

Ç ìåòîþ ìàêñèìàëüíîãî âðàõóâàííÿ íàÿâíî¨ ñèìåòði¨ ó ãåîìåòði¨ ïîâåðõíi

S ðîçiá'¹ìî êîæíó ¨¨ ñêëàäîâó Si íà ÷îòèðè êîíãðóåíòíi åëåìåíòè: Si :=
4∪

j=1

Sij.

Ó âiäïîâiäíîñòi ç òàêèì ïîäðiáíåííÿì Si ïîäàìî (2.1.1) ó âèãëÿäi

4∑
i=1

4∑
j=1

∫∫
Sij

σij (Q)K (P, Q) dSQ = fkl (P ), P ∈ Skl

(
k, l = 1, 4

)
, (2.1.2)

äå σij (Q) i fkl (P ) � çâóæåííÿ σi (Q) i fk (P ) íà Sij i Skl, âiäïîâiäíî.

Íåõàé ó äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò Oxyz ñêëàäîâi ïîâåðõíi

S çàäàíî çà äîïîìîãîþ ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü: x = x (u, v), y = y (u, v), z =

z (u, v), a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d. Òîäi �áiæó÷ó� (Q) i �êîíòðîëüíó� (P ) òî÷êè âR3

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi Q = Q (u, v) := {x (u, v) ; y (u, v) ; z (u, v)}T , P =

P (u0, v0) := {x (u0, v0) ; y (u0, v0) ; z (u0, v0)}T , äå a ≤ u0 ≤ b, c ≤ v0 ≤ d � äåÿêi

ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ u i v. Òàê, ïîäàþ÷è ôðàãìåíò S11 ïîâåðõíi S,

ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òàêèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè: x (u, v) = shu, 0 ≤

u ≤ 1; y (u, v) = chu, 0 ≤ u ≤ 1; z (u, v) = v, 0 ≤ v ≤ A (A > 0).

Çàóâàæèìî, ùî òîäi ó (2.1.2) åëåìåíò ïîâåðõíi dSQ ìà¹ âèãëÿä
(
sh2u+

+ ch2u
)1/2

dudv, à âiäñòàíü dist(P,Q), çà óìîâè, ùî P ∈ S11, ìîæíà îá÷èñëèòè

çà ôîðìóëîþ

dist(P,Q) =


sh2
(
u− u0

2

)
(
u− u0

2

)2

[
sh2
(
u+ u0

2

)
+ ch2

(
u+ u0

2

)]
×

× (u− u0)
2 + (v − v0)

2
}1/2

.
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Âðàõîâóþ÷è òå, ùî lim
u→u0

sh2
(
u− u0

2

)/(
u− u0

2

)2

= 1, ëåãêî çðîáèòè âèñíî-

âîê ïðî õàðàêòåð îñîáëèâîñòi â ÿäði IÐ (2.1.2).

Äàëi, ó âiäïîâiäíîñòi ç ïîïåðåäíiì ïîäðiáíåííÿì S, ïîäàìî ïîâíèé îïèñ

óñiõ ôðàãìåíòiâ ìåæi:

Si =
4∪

j=1

Sij =
4∪

j=1

{Qi (u, v) ; (u, v) ∈ Dj}
(
i = 1, 4

)
,

äå òî÷êè

Q1 (u, v) := (shu, chu, v)T ∈ S1,

Q2 (u, v) := (− chu, shu, v)T ∈ S2,

Q3 (u, v) := (shu,−chu, v)T ∈ S3,

Q4 (u, v) := (chu, shu, v)T ∈ S4,

à D1 := [0, 1]× [0, A], D2 := [−1, 0]× [0, A], D3 := [0, 1]× [−A, 0], D4 := [−1, 0]×

[−A, 0], ïðè öüîìó A > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî (A < +∞). Îñòàíí¹ äà¹

ìîæëèâiñòü ïîäàòè (2.1.2) ó âèãëÿäi òàêî¨ ñèñòåìè øiñòíàäöÿòè iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü:
4∑

i=1

4∑
j=1

∫∫
Dj

σij (u, v)
∧
K (Qi (u, v) ;P ) dudv = fkl (P ), (2.1.3)

äå P ∈ Skl

(
k, l = 1, 4

)
,

∧
K [Qi (u, v) ;P ] := K [Qi (u, v) ;P ]

(
sh2u+ ch2u

)1/2
,

ïðè÷îìó P := Qk (u0, v0), (u0, v0) ∈ Dl, σij (u, v) := σ [Qi (u, v)], (u, v) ∈ Dj.

2.1.2. Âðàõóâàííÿ íàÿâíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ó ïîäàííi ñóêóï-

íî¨ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi

Äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ðiâíÿíü, ÿêi ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïàðàëåëüíî,

äî îäíîãî ñêîðèñòà¹ìîñü òàêîþ î÷åâèäíîþ âëàñòèâiñòþ ðîçãëÿäóâàíî¨ ïðîáëå-

ìè [21, 47].
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Ëåìà 2.1.1 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.3) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó, ÿêà ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì àáåëåâèõ ïiäãðóï

{e, τx}, {e, τy}, {e, τz} i öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó {e, β}, äå τx, τy, τz�

äçåðêàëüíi âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî òðüîõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ ïëîùèí yz,

xz, xy, à β � ïîâîðîò íà êóò π/2.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çàïðîâàäæåíó âèùå íóìåðàöiþ ôðàãìåíòiâ ìåæi S,

ëåãêî áà÷èòè, ùî Sij = τhS11

(
i, j = 1, 4; h = 4(i− 1) + j

)
, ïðè÷îìó τ1 = e

(òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ), τ2 = τx, τ3 = τz, τ4 = τz ◦ τx, τ5 = β, τ6 = τy ◦ β,

τ7 = τz ◦ β, τ8 = τy ◦ τz ◦ β, τ9 = τy, τ10 = τx ◦ τy, τ11 = τz ◦ τy, τ12 = τz ◦ τx ◦ τy,

τ13 = τx ◦ β, τ14 = τy ◦ τx ◦ β, τ15 = τz ◦ τx ◦ β, τ16 = τz ◦ τy ◦ τx ◦ β. Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî S âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó

GR16 := {τi}16i=1. îá÷èñëþþ÷è ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íèõ ãðóï {e, τx}, {e, τy},

{e, τz}, {e, β}, ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî GR16 ¹ ¨õ ïðÿìèì äîáóòêîì.Òàêèì ÷è-

íîì ãðàíè÷íà ïîâåðõíÿ S âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ øiñòíàäöÿòîãî

ïîðÿäêó. Îïåðàòîð Ëàïëàñà iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ãðóïè ðóõiâ åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó R3. Êîæíà ãðóïà ñèìåòði¨ ïîâåðõíi ó R3 ¹ ïiäãðóïîþ çàäàíî¨ ãðóïè

ðóõiâ, à òîìó àíàëîãi÷íîþ ãðóïîþ âîëîäi¹ ãðàíè÷íà çàäà÷à òåîði¨ ïîòåíöiàëó i

îòðèìàíå åêâiâàëåíòíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ. Îòæå, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî

(2.1.3) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ GR16, ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Åëåìåíòè ðîçãëÿäóâàíî¨ ãðóïè τi(i = 1, 16) ìîæíà ïîäàòè ìàòðèöÿìè:

τ1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , τ2 =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , τ3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 ,
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τ4 =


−1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 τ5 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 τ6 =


0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

 ,

τ7 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 −1

 τ8 =


0 −1 0

−1 0 0

0 0 −1

 τ9 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 ,

τ10 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 τ11 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 τ12 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 ,

τ13 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 τ14 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 1

 τ15 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 1

 ,

τ16 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

 .

Äàëi, ëåãêî ïiäðàõóâàòè, ùî

τ−1
1 = τ1, τ

−1
2 = τ2, τ

−1
3 = τ3, τ

−1
4 = τ4, τ

−1
6 = τ6, τ

−1
8 = τ8, τ

−1
9 = τ9,

τ−1
10 = τ10, τ

−1
11 = τ11, τ

−1
12 = τ12, τ

−1
13 = τ13, τ

−1
15 = τ15, τ

−1
5 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 1

 ,

τ−1
7 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

 , τ−1
14 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 , τ−1
16 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 .

Äëÿ ïîäàëüøîãî ïåðåòâîðåííÿ (2.1.3) ñòà¹ â íàãîäi òàêå
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Ëåìà 2.1.2 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.3) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

4∑
i=1

4∑
j=1

∫∫
D1

σ′ij(u, v)K̂
[
τ−1
h Q1(u, v); τ

−1
h′ Q1(u0, v0)

]
dudv = f ′kl(u0, v0, ), (2.1.4)

äå (u0, v0) ∈ D1; k, l = 1, 4.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ (2.1.4) çäiéñíèìî â (2.1.3) ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó

çãiäíî òàêî¨ ñõåìè:

σ′ij (u, v) := σ
[
τ−1
h Q1 (u, v)

]
, (u, v) ∈ D1; i, j = 1, 4; h = 4 (i− 1) + j;

f ′kl (u0, v0) := fkl
[
τ−1
h′ Q1 (u0, v0)

]
, (u0, v0) ∈ D1; k, l = 1, 4; h′ = 4 (k − 1) + l.

Çàïðîâàäæåíà òàêèì ÷èíîì �çàìiíà çìiííèõ� äà¹ ìîæëèâiñòü çâåñòè (2.1.3)

äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè (2.1.4), äå iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ëèøå ïî êîíã-

ðóåíòíié ñêëàäîâié ìåæi, òîáòî S11. Ëåìó äîâåäåíî.

Ñèñòåìó (2.1.4) çðó÷íî ïîäàòè â òàêîìó ìàòðè÷íî-îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi

(AG) (u0, v0) = Ψ (u0, v0) , (u0, v0) ∈ D1. (2.1.5)

Òóò A := (Ahh′)16h, h′=1 � ìàòðèöÿ îïåðàòîðiâ; G (u, v) := [Gh (u, v)]
16
h=1 ,

Ψ(u0, v0) := [Ψ′
h (u0, v0)]

16
h′=1 � ñòîâï÷èêè-ôóíêöi¨ òàêi, ùî Gh (u, v) :=

= σ′ij (u, v), Ψ
′
h (u0, v0) := f ′kl (u0, v0), à êîæíèé ç îïåðàòîðiâ Ahh′ âèçíà÷à¹ìî

çà ôîðìóëîþ

(Ahh′Gh) (u0, v0) :=

∫∫
D1

Gh (u, v) K̂
[
τ−1
h Q1 (u, v) ; τ

−1
h′ Q1 (u0, v0)

]
dudv. (2.1.6)

Âiäîìî [22], ùî õàðàêòåðè ãðóïè {e, β} ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

χh
(
βk
)
= e2πik(h−1)/n (k = 0, 1; h = 1, 2; n = 2), äå k � ñòåïiíü ïåðåòâîðåííÿ

β, h � íîìåð âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Çâiäñè òàáëèöÿ õàðàêòåðiâ ìàòèìå

âèãëÿä
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e β

χ1 1 1

χ2 1 −1

.

Äëÿ ãðóï {e, τx}, {e, τy}, {e, τz} òàáëèöÿ õàðàêòåðiâ(ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹) ìà¹ âèãëÿä

 1

1

1

−1

. Îñêiëüêè ãðóïà ñèìåòði¨ ïîâåðõíi S ¹ ïðÿ-

ìèì äîáóòêîì {e, β}, {e, τx}, {e, τy}, {e, τz}, òî çíàéøîâøè ïðÿìèé äîáóòîê

âiäïîâiäíèõ ÷îòèðüîõ ìàòðèöü ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹, ùî âiäïîâiäà¹ GR16:

F := (Fhl)
16
h,l=1 =

=



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1



.

Äàëi âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ ðîçãëÿ-
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äóâàíî¨ ãðóïè øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó, ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ A ó (2.1.5), ç

âðàõóâàííÿì (2.1.6), ìîæíà çâåñòè äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, à ñèñòåìó iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.4) �ðîçùåïèòè� íà øiñòíàäöÿòü íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü. Íà

ïiäñòàâi ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.1 Íåõàé (2.1.4) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ GR16. Òîäi

(2.1.4) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(
BhḠh

)
(u0, v0) = Ψ̄h (u0, v0)

(
h = 1, 16; (u0, v0) ∈ D1

)
, (2.1.7)

Ḡh (u, v) :=
16∑
s=1

FhsGs (u, v) ((u, v) ∈ D1) , Ψ̄h (u0, v0) :=
8∑

s=1

FhsΨs (u0, v0),

(2.1.8)

à Bh � åëåìåíòè äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi FAF−1 îïåðàòîðiâ.

Ðîçâ'ÿçàâøè ïîñëiäîâíî øiñòíàäöÿòü iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.7), íàáëè-

æåíî, ç ìîæëèâèì âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó êîëîêàöi¨ [90], çíàéäåìî Ḡh (u, v).

Äàëi, íà îñíîâi (2.1.8), âèçíà÷èìî Gh (u, v) = σ′ij (u, v), ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè

ïîòåíöiàë ó áóäü-ÿêié òî÷öi P ïðîñòîðó R3 çà ôîðìóëîþ:

U (P ) :=
4∑

i=1

4∑
j=1

∫∫
Dj

σ′ij (u, v) K̂
[
τ−1
h Q1 (u, v) ; P

]
dudv, P ∈ R3\S. (2.1.9)

2.1.3. Ñõåìà íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîâèìiðíèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü

Íàðåøòi çîñåðåäèìî óâàãó íà äåÿêèõ àñïåêòàõ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

1∫
0

A∫
0

σ(u, v)
D(u, v)

R(u, v, u0, v0)
dudv = U(u0, v0), (2.1.10)
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äå (u0, v0) ∈ (0, 1)× (0, A), D (u, v) � ãëàäêà ôóíêöiÿ, à R (u, v, u0, v0) :=

=
{
[x (u, v)− x (u0, v0)]

2 + [y (u, v)− y (u0, v0)]
2 + [z (u, v)− z (u0, v0)]

2
}1/2

.

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä êîëîêàöi¨, îáìåæóþ÷èñü êóñêîâî-ïîñòiéíîþ àïðîêñèìà-

öi¹þ øóêàíî¨ ãóñòèíè σ (u, v). Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî ïîäië îáëàñòi iíòåãðóâàí-

íÿ íà åëåìåíòè ∆ij :=

[
ui −

hu
2
, ui +

hu
2

]
×
[
vj −

hv
2
, vj +

hv
2

]
, äå hu =

1

Nu
,

hv =
1

Nv
, à ui = (2i− 1)

hu
2
, i = 1, Nu, vj = (2j − 1) hv

2 , j = 1, Nv.

Ó âiäïîâiäíîñòi ç çàïðîâàäæåíèì ïîäiëîì ïîäàìî (2.1.10) ó âèãëÿäi

Nu∑
i=1

Nv∑
j=1

∫∫
∆ij

σ (u, v)
D (u, v)

R (u, v, u0, v0)
dudv = U (u0, v0).

ßêùî (u, v) ∈ ∆ij, òî çà óìîâ äîñòàòíüî¨ ìàëîñòi hu i hv σ (u, v) ≈ σ (ui, vj).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ σij := σ (ui, vj), îòðèìó¹ìî íàáëèæåíèé àíàëîã

(2.1.10)

Nu∑
i=1

Nv∑
j=1

σij

∫∫
∆ij

D (u, v)

R (u, v, u0, v0)
dudv = U (u0, v0),

äå â ÿêîñòi (u0, v0) îáèðà¹ìî òî÷êó ç ìíîæèíè n {(uk, vl)}k=1, Nu; l=1, Nv
, uk =

(2k − 1)
hu
2
; vl = (2l − 1)

hv
2
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæå-

íèõ çíà÷åíü σij øóêàíî¨ ãóñòèíè íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ

àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

Nu∑
i=1

Nv∑
j=1

σij

∫∫
∆ij

D (u, v)

R (u, v, u0, v0)
dudv = U (uk, vl), k = 1, Nu, l = 1, Nv.

Äëÿ íàäàííÿ öié ñèñòåìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ:

n := (j− 1)Nu+ i, m := (l− 1)Nv + k. Òîäi σij → σn, à Ukl := U (uk, vl) → Um,

ïðè÷îìó n = 1, NuNv; m = 1, NuNv.

Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ σ(j−1)Nu+i(
i = 1, Nu, j = 1, Nv

)
:
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Nu∑
i=1

Nv∑
j=1

σ(j−1)Nu+i

∫∫
∆ij

D (u, v)

R (u, v, uk, vl)
dudv = U(l−1)Nu+k, k = 1, Nu, l = 1, Nv.

Îñòàííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíüî¨ òèì, ùî øóêàíi âåëè÷èíè σn i ïðàâi

÷àñòèíè Um ¹ åëåìåíòàìè äâîõ îäíîâèìiðíèõ ìàñèâiâ ðîçìiðíîñòi Nu. Nv. Öÿ

îáñòàâèíà ñóòò¹âî ñïðîùó¹ ïðîãðàìíó ðåàëiçàöiþ çàïðîâàäæåíî¨ ìåòîäèêè.

Ìàòðèöÿ ïîáóäîâàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çà óìîâè i = k i j = l ìiñòèòü ïîäâiéíi

íåâëàñíi iíòåãðàëè.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ. Íå çìåí-

øóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

∆0 :=

[
u0 −

hu
2
, u0 +

hu
2

]
×
[
v0 −

hv
2
, v0 +

hv
2

]
, òîäi òèïîâèì iíòåãðàëîì,

ùî âèìàãà¹ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ, ¹ òàêèé

∫∫
∆0

D (u, v)

R (u, v, u0, v0)
dudv.

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä R (u, v; u0, v0) i ìîæëèâiñòü ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà

ôóíêöié x (u, v), y (u, v) i z (u, v) â îêîëi òî÷êè (u0, v0), ïîäàìî ïiäiíòåãðàëüíó

ôóíêöiþ ó âèãëÿäi:

D (u, v)

R (u, v; u0, v0)
= F (u, v; u0, v0) +

D (u0, v0)[
(sh2 u0 + ch2u0) (u− u0)

2 + (v − v0)
2
]1/2 ,

äå F (u, v;u0, v0) =
D (u, v)

R (u, v;u0, v0)
− D (u0, v0)[(

sh2u0 + ch2u0
)
(u− u0)

2 + (v − v0)
2
]1/2 .

Òîäi
∫∫
∆0

D (u0, v0)[(
sh2u0 + ch2u0

)
(u− u0)

2 + (v − v0)
2
]1/2dudv îá÷èñëþ¹ìî àíàëiòè÷-

íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
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b∫
a

d∫
c

[
(u− u0)

2 + (v − v0)
2
]−1/2

dudv =

∑
(a b)

a ln

(
d+

√
d2 + a2

−c+
√
c2 + a2

)
+
∑
(c d)

c ln

(
b+

√
b2 + c2

−a+
√
a2 + c2

)
,

äå b := b− u0, a := u0 − a, d := d− v0, c := v0 − c.

Ó ñâîþ ÷åðãó, çàñòîñîâóþ÷è îäíó iç êóáàòóðíèõ ôîðìóë, iíòåãðàë âèãëÿäó∫∫
∆0

F (u, v, u0, v0) dudv îá÷èñëþ¹ìî íàáëèæåíî. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ íåîáõi-

äíiñòü îá÷èñëåííÿ lim
u→u0v→v0

F (u, v, u0, v0). Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ ôóí-

êöi¨ F (u, v, u0, v0) ïðè u→ u0 i v → v0 ¹ îáìåæåíîþ âåëè÷èíîþ.

2.1.4. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Äëÿ íàî÷íîãî çîáðàæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ êâàäðó-

ïîëüíî¨ ñèñòåìè íà ðèñ. 2.5�2.7 ïîäàíî ðîçðàõîâàíèé çãiäíî ôîðìóëè (2.1.9)

ðîçïîäië ëiíié ðiâíîãî ïîòåíöiàëó ó ïëîùèíi z = 0, çà óìîâè A = 1 i âiäñ-

òàíi ìiæ ïîâåðõíÿìè h = 1. Äîïóñêàþòüñÿ ðiçíi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó íà åëå-

êòðîäàõ, à äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âèêîðèñòàíî êóñêîâî-ïîñòiéíó

àïðîêñèìàöiþ øóêàíî¨ ãóñòèíè iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðè êiëüêîñòi íåâi-

äîìèõ n = 100. Òàê, ðèñ. 2.5 (âèïàäîê a)) âiäïîâiäà¹ òàêèì çíà÷åííÿì ïî-

òåíöiàëó íà åëåêòðîäàõ: f1 = f2 = f3 = f4 = 1. Àíàëîãi÷íî íà ðèñ. 2.6:

f1 = 1, f2 = −1, f3 = 1, f4 = −1 � âèïàäîê á); íà ðèñ. 2.7: f1 = 10,

f2 = 20, f3 = −100, f4 = 1 � âèïàäîê â).

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðîçïîäië ëiíié ðiâíîãî ïîòåíöiàëó âiäïîâiäà¹ ôiçèöi äî-

ñëiäæóâàíèõ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 2.6, äå çàäàíi àíòè-

ñèìåòðè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ, ôiêñó¹ìî ÿâíî âèðàæåíi àñèìïòîòè, ïîòåíöiàë

íà ÿêèõ ðiâíèé íóëþ.
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Ðèñ. 2.5: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ äëÿ âèïàäêó à)

Ðèñ. 2.6: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ äëÿ âèïàäêó á)
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Ðèñ. 2.7: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ äëÿ âèïàäêó â)

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ (äèâ. ðèñ. 2.4) â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ

òî÷êàõ çà óìîâ f1 = 1, f2 = −1, f3 = 1, f4 = −1, ïðè ðiçíèõ A i ïðè êiëüêîñòi

íåâiäîìèõ n = 100, íàâåäåíî â òàáë. 2.1.

ÊA = 0,0587·A-0,851
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Ðèñ. 2.8: Âïëèâ çáiëüøåííÿ ðîçìiðó A íà çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â ïëîùèíi z = 0
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Òàáëèöÿ 2.1

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ó òî÷êàõ ïëîùèíè z = 0

x y u(A = 1) u(A = 2) u(A = 4) u(A = 8)

-0.500 -2.000 0.554533 0.569875 0.582992 0.585020

-0.500 -1.500 0.793349 0.807748 0.817789 0.821019

-0.500 -1.000 0.723583 0.739573 0.744598 0.747684

-0.500 -0.500 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

-0.500 0.000 -0.225466 -0.244789 -0.250436 -0.252070

0.000 -1.000 0.979874 0.988285 0.990054 0.990136

0.000 -0.500 0.225466 0.244789 0.250436 0.252070

1.000 -0.500 -0.723583 -0.739573 -0.744598 -0.747684

1.000 0.000 -0.979874 -0.988285 -0.990054 -0.990136

1.000 0.500 -0.723583 -0.739573 -0.744598 -0.747684

2.000 -1.500 -0.130574 -0.165877 -0.182457 -0.191768

Çàóâàæåííÿ. Ïðîâiâøè ðÿä ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, áóëî ïîìi÷åíî, ùî

â ðàçi ïåðåâàæàííÿ îäíi¹¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ïîâåðõíi (âçäîâæ îñi OZ)

íàä iíøèìè çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â öåíòðàëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ ñóêó-

ïíî¨ ïîâåðõíi S ìàëî çìiíþ¹òüñÿ. Íà ðèñ. 2.8 âiäîáðàæåíî øâèäêiñòü çìiíè

âiäïîâiäíî¨ ïîõèáêè EA:

EA :=∥ uA − u2A ∥= max
1≤i≤N

| uA(Pi)− u2A(Pi) | (2.1.11)

ìiæ îá÷èñëåíèìè çíà÷åííÿìè ïîòåíöiàëó â ïëîùèíi z = 0 ó âèïàäêó äâîðà-

çîâîãî çáiëüøåííÿ ðîçìiðó A. Ïðè öüîìó E1 = 0, 0353, E2 = 0, 0166, E4 =

0, 0093. Àïðîêñèìàöiþ ïîõèáêè çäiéñíåíî çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâîãî ïîëiíîìà.

Â ðåçóëüòàòi ïîõèáêà çìiíþ¹òüñÿ çà òàêèì çàêîíîì ẼA = 0, 0587·A−0,851, R2 �

âåëè÷èíà äîñòîâiðíîñòi àïðîêñèìàöi¨.

Îòæå, äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ÿêiñêî¨ êàðòèíè ïîëÿ â öåíòðàëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïå-
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ðåðiçàõ êâàäðóïîëüíî¨ ñèñòåìè,â ÿêié ÿâíî ïåðåâàæà¹ äîâæèíà íàä øèðèíîþ

ó âiñiì i áiëüøå ðàçiâ, ìîæíà îáìåæèòèñü ðîçâ'ÿçàííÿì "ïëîñêî¨" çàäà÷i. Ïðè

öüîìó ñóòò¹âî çìåíøó¹òüñÿ íå ëèøå ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àë-

ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, à é âåñü îáñÿã îá÷èñëåíü.

2.1.5. Ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóðè ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî

ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè

Íà äàíîìó åòàïi ìîäåëþâàííÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðó-

ïîëüíî¨ ëiíçè ìè îòðèìàëè øiñòíàäöÿòü íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñó-

÷àñíi àðõiòåêòóðè áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ äîçâîëÿþòü ðîçïàðàëåëèòè ïðî-

öåäóðó ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòàâøè îäèí iç íàéáiëüø ïîïóëÿðíèõ

çàñîáiâ ïàðàëåëüíîãî ïðîãðàìóâàííÿ OpenMP [102]. Ó íüîìó âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ ìîäåëü ïàðàëåëüíîãî âèêîíàííÿ "ðîçãàëóæåííÿ-çëèòòÿ". Ïðîãðàìà

OpenMP ïî÷èíà¹òüñÿ ÿê ¹äèíèé ïîòiê âèêîíàííÿ, ùî íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêî-

âèì ïîòîêîì. Êîëè ïîòiê çóñòði÷à¹ ïàðàëåëüíó êîíñòðóêöiþ, âií óòâîðþ¹ íîâó

ãðóïó ïîòîêiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñåáå òà ùå äåêiëüêîõ äîäàòêîâèõ ïîòîêiâ, ùî

ñòà¹ ãîëîâíèì ó ãðóïi. Ïiñëÿ ïàðàëåëüíî¨ êîíñòðóêöi¨ âèêîíàííÿ êîðèñòóâà-

öüêîãî êîäó ïðîäîâæó¹ ëèøå ãîëîâíèé ïîòiê. Îòæå, çàñîáàìè OpenMP ìîæíà

ðîçïàðàëåëèòè ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ øiñòíàäöÿòè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi

áóäóòü âèêîíóâàòèñü íà ÿäðàõ êîìï'þòåðà îêðåìèìè ïîòîêàìè. Ïðè öüîìó

êiëüêiñòü ÿäåð ìîæå íå çáiãàòèñü ç êiëüêiñòþ ïîòîêiâ, íà ÿêi ðîçïàðàëåëþ¹-

òüñÿ ïðîãðàìà.

Íà ðèñ. 2.9 ïðåäñòàâëåíà äiàãðàìà, ÿêà âiäîáðàæà¹ çàëåæíiñòü ÷àñó îá÷è-

ñëåíü âiä êiëüêîñòi ÿäåð êîìï'þòåðà. Çà ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåí-

òiâ íà êîìï'þòåði ç îäíîÿäåðíèì ïðîöåñîðîì ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çà ïðî-

ãðàìîþ iç çàñòîñóâàííÿì OpenMP íå ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ÷àñó ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ áåç éîãî âèêîðèñòàííÿ, îñêiëüêè òóò ïðîãðàìíî âiäòâîðþþòüñÿ äâà,

÷îòèðè, âiñiì, øiñòíàäöÿòü ïîòîêiâ, ó òîé ÷àñ ÿê ôiçè÷íî êîìï'þòåð ìà¹ îäíå
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Ðèñ. 2.9: Çàëåæíiñòü ÷àñó îá÷èñëåíü âiä êiëüêîñòi ÿäåð

Ïðè âèêîíàííi ïðîãðàìè íà êîìï'þòåði ç äâîÿäåðíèì ïðîöåñîðîì ÷àñ ðîç-

â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çà ïàðàëåëüíîþ ïðîãðàìîþ ïðèáëèçíî â äâà ðàçè çìåíøó¹-

òüñÿ ïîðiâíÿíî ç ÷àñîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà çâè÷àéíîþ ïðîãðàìîþ. ×àñîâà îöiíêà

ó âèïàäêó ñïiâïàäiííÿ êiëüêîñòi ïîòîêiâ i êiëüêîñòi ÿäåð ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

÷àñîâî¨ îöiíêè, ÿêó îòðèìóþòü çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü ïîòîêiâ çà óìîâ íåçìií-

íî¨ êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçóâàíèõ ðiâíÿíü. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ôiçè÷íî ïðîöåñîð

ëèøà¹òüñÿ äâîÿäåðíèì.

ßêùî ïðîãðàìà âèêîíó¹òüñÿ íà êîìï'þòåði ç ÷îòèðèÿäåðíèì ïðîöåñîðîì,

òî ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çà ïàðàëåëüíîþ ïðîãðàìîþ ïðèáëèçíî â ÷îòèðè

ðàçè çìåíøó¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ç ÷àñîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà çâè÷àéíîþ ïðîãðàìîþ.

Î÷åâèäíî, ùî çi çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi ÿäåð öi ïîêàçíèêè áóäóòü ïîêðàùó-

âàòèñü. Îòæå, âèêîðèñòàííÿ áàãàòîÿäåðíîñòi ïåðñîíàëüíîãî êîìï'þòåðà ¹ äî-

öiëüíèì ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ âåëèêèõ ðîçìiðíîñòåé ç ìåòîþ áiëüø åôå-
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êòèâíèõ çàòðàò êîìï'þòåðíîãî ÷àñó íà ¨õ âèêîíàííÿ.

2.2. Çàäà÷à ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêîãî êîíäåí-

ñàòîðà

Ïëîñêèì êîíäåíñàòîðîì íàçèâàþòü ñèñòåìó ç äâîõ ïëîñêèõ ïëàñòèí, ðîç-

òàøîâàíèõ ïàðàëåëüíî îäíà îäíié íà ìàëié ó ïîðiâíÿííi ç ðîçìiðàìè âiäñòàíi

i ðîçäiëåíèõ øàðîì äiåëåêòðèêà. Åëåêòðè÷íå ïîëå ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà, â

îñíîâíîìó, ëîêàëiçîâàíî ìiæ ïëàñòèíàìè, îäíàê, ïîáëèçó êðà¨â ïëàñòèí i â

íàâêîëèøíüîìó ïðîñòîði òàêîæ âèíèêà¹ ïîðiâíÿíî ñëàáêå åëåêòðè÷íå ïîëå,

ÿêå íàçèâàþòü ïîëåì ðîçñiþâàííÿ. Ó öiëîìó ðÿäi çàäà÷ íàáëèæåíî ìîæíà

íåõòóâàòè ïîëåì ðîçñiþâàííÿ i äóìàòè, ùî åëåêòðè÷íå ïîëå ïëîñêîãî êîíäåí-

ñàòîðà öiëêîì çîñåðåäæåíî ìiæ éîãî îáêëàäèíêàìè. Àëå â iíøèõ çàâäàííÿõ

íåõòóâàííÿ ïîëåì ðîçñiþâàííÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî ãðóáèõ ïîìèëîê, òàê ÿê ïðè

öüîìó ïîðóøó¹òüñÿ ïîòåíöiéíèé õàðàêòåð åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

Ó ïðîöåñi ïðîåêòóâàííÿ êîíäåíñàòîðiâ ïîñòà¹ ïðîáëåìà âèçíà÷åííÿ åëå-

êòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, óòâîðåíîãî ñóêóïíiñòþ çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ. Àíàëi-

òè÷íèé ðîçðàõóíîê ïîëÿ ÷àñòî óñêëàäíåíèé ÷åðåç ñêëàäíó êîíôiãóðàöiþ åëå-

êòðîäiâ, òîìó íà ïðàêòèöi äëÿ âèçíà÷åííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ó òàêèõ

ñèñòåìàõ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ó ìà-

òåìàòè÷íié ìîäåëi îêðåìi åëåêòðîäè ïîäàþòü ó âèãëÿäi ðîçiìêíåíèõ ïîâåð-

õîíü, íà ÿêèõ çàäàþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó. Åôåêòèâíi ðîçâ'ÿçêè òà-

êî¨ çàäà÷i ìîæíà îäåðæàòè íà ïiäñòàâi ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè

éîãî çàñòîñóâàííÿ ïîâ'ÿçàíå iç çíàõîäæåííÿì íåâiäîìèõ âåëè÷èí ëèøå íà ãðà-

íè÷íèõ ïîâåðõíÿõ. Îäíàê ïðèñóòíiñòü çíà÷íî¨ êiëüêîñòi åëåêòðîäiâ òà âèñîêi

âèìîãè äî òî÷íîñòi îá÷èñëåíü ñóòò¹âî óñêëàäíþþòü òðàäèöiéíå çàñòîñóâàííÿ

ìåòîäó. Ó òàêié òà ïîäiáíèõ ñèòóàöiÿõ äîöiëüíî ðîçáèâàòè çàäà÷ó íà íåçàëå-

æíi ñêëàäîâi âðàõóâàâøè íàÿâíi ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨ ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü òà
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çìåíøóâàòè ñêëàäíiñòü ðîçãëÿäàþ÷è ëèøå ïëîñêi ïåðåðiçè ïðîñòîðîâèõ êîí-

ñòðóêöié. Î÷åâèäíîþ ïåðåâàãîþ ðîçãëÿäóâàíîãî ïiäõîäó ¹ ñòâîðåííÿ ïåðåä-

óìîâ äëÿ ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i â öiëîìó.

Ðèñ. 2.10: Ðîçìiùåííÿ ïëàñòèí ïàðàëåëüíîãî êîíäèíñàòîðà

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷-

íîãî ïîëÿ ïàðàëåëüíîãî êîíäåíñàòîðà, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 2.10. Ëåãêî áà÷è-

òè, ùî ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ïðîáëåìè iíôîðìàöiÿ ïðî ãåîìåòðiþ

çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi S äâîõ ïàðà-

ëåëüíèõ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí. Âêàçàíi ïëàñòèíè áóäåìî ââàæàòè áåçìåæíî

òîíêèìè, ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó äâîñòîðîííiìè òà îáìåæåíèìè êóñêîâî-

ãëàäêèìè êîíòóðàìè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Îòæå, íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (1.1.1)-(1.1.3). Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè åëåêòðîñòàòè÷íié iíòåðïðåòà-

öi¨ f â (1.1.2)� ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó íà êîæíîìó ç äâîõ åëåêòðîäiâ

¹ ïîñòiéíèìè âåëè÷èíàìè. Íåõàé P , Q i ò.ä. � òî÷êè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

R3. Òîäi, áóëî ç'ÿñîâàíî âèùå, ðîçãëÿäóâàíà ïðîáëåìà åêâiâàëåíòíà òàêîìó
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iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ∫∫
S

ρ (Q)K (P, Q) dSQ = f (P ), P ∈ S, (2.2.1)

äå K(P, Q) := 1/dist(P,Q) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â

R3, à ρ (Q) � øóêàíà ñóêóïíà �ãóñòèíà ðîçïîäiëó çàðÿäiâ� íà S.

Âêàçàíà çàäà÷à ãðà¹ ðîëü ìîäåëüíî¨. Ïðè ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííi ïðîäåìîíñòðî-

âàíî ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíî¨ ìåòîäèêè, îñêiëüêè âiäòâîðåííÿ åëåêòðîñòàòè-

÷íîãî ïîëÿ ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà íå ¹ òðèâiàëüíîþ ïðîáëåìîþ çà óìîâ ñóò-

ò¹âî¨ âiäìiííîñòi ïîòåíöiàëiâ íà âiäïîâiäíèõ ïëàñòèíàõ i ïîñòóïîâîãî çìåíøå-

ííÿ âiäñòàíi ìiæ íèìè. Îòæå, áóäå ïðîàíàëiçîâàíî ñèòóàöiþ, êîëè ðåçóëüòàòè

îáðàõóíêiâ îñîáëèâî ÷óòëèâi äî çìií âõiäíèõ äàíèõ.

2.2.1. Ìàêñèìàëüíå âðàõóâàííÿ íàÿâíî¨ ñèìåòði¨ ó çîáðàæåííi

ïëàñòèí

Î÷åâèäíî, ùî ïîâåðõíþ S çãiäíî çàïðîâàäæåíî¨ ìåòîäèêè ìîæíà ðîçãëÿ-

äàòè ÿê ñóêóïíiñòü âîñüìè êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ Si

(
i = 1, 8

)
(äèâ. ðèñ.

2.10). Òîìó ïîäàìî (2.2.1) ó âiäïîâiäíîñòi ç òàêèì ïîäðiáíåííÿì S ó âèãëÿäi

ñèñòåìè IÐ

4∑
i=1

∫∫
∆i

ρi (x, y)K (x, y; x0, y0) dxdy+

+
8∑

i=5

∫∫
∆i

ρi (x, y)Kh (x, y; x0, y0) dxdy = fk (x0, y0) ,

(x0, y0) ∈ Sk, k = 1, 4 ;
4∑

i=1

∫∫
∆i

ρi (x, y)Kh (x, y; x0, y0) dxdy+

+
8∑

i=5

∫∫
∆i

ρi (x, y)K (x, y; x0, y0) dxdy = fk (x0, y0) ,

(x0, y0) ∈ Sk, k = 5, 8.

(2.2.2)
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Òóò
{
ρi (x, y) , (x, y) ∈ ∆i, i = 1, 8

}
� øóêàíà ñóêóïíà �ãóñòèíà ðîçïîäiëó çà-

ðÿäiâ� íà S;

∆1 = ∆5 := [0, a]× [0, b], ∆2 = ∆6 := [−a, 0]× [0, b],

∆3 = ∆7 := [0, a]× [−b, 0], ∆4 = ∆8 := [−a, 0]× [−b, 0];

K (x, y;x0, y0) :=
1√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
;

Kh (x, y;x0, y0) :=
1√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + 4h2
;

2h � âiäñòàíü ìiæ ïëàñòèíàìè.

Òàêå çîáðàæåííÿ (2.2.1) äà¹ ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè î÷åâèäíó âëàñòèâiñòü äî-

ñëiäæóâàíî¨ ïðîáëåìè.

Ëåìà 2.2.3 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.2) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì àáåëåâèõ

ïiäãðóï {e, τx}, {e, τy}, {e, τz}, äå e � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ, à τx, τy, τz�

äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ âiä òðüîõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ ïëîùèí {Y Z},

{XZ}, {XY }, âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çàïðîâàäæåíó âèùå íóìåðàöiþ êîíãðóåíòíèõ ñêëàäî-

âèõ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi S, ëåãêî áà÷èòè, ùî Si = τiS1

(
i = 1, 8

)
, ïðè÷îìó τi

öå òàêi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ: τ1 = e, τ2 = τx, τ3 = τy, τ4 = τx ◦ τy, τ5 = τz,

τ6 = τx◦τz, τ7 = τy◦τz, τ8 = τx◦τy◦τz. Çâiäñè î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî ïî-

âåðõíÿ S âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó GR1
8 := {τi}8i=1.

Îñòàííÿ, â ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì àáåëåâèõ ïiäãðóï

{e, τx}, {e, τy}, {e, τz}. Îòæå, ãðàíè÷íà ïîâåðõíÿ S âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó. Îïåðàòîð Ëàïëàñà iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ãðóïè ðó-

õiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3. Êîæíà ãðóïà ñèìåòði¨ ïîâåðõíi â R3 ¹ ïiäãðóïîþ

çàäàíî¨ ãðóïè ðóõiâ, òîìó àíàëîãi÷íîþ ãðóïîþ âîëîäi¹ êðàéîâà çàäà÷à òåîði¨

ïîòåíöiàëó i îòðèìàíå åêâiâàëåíòíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìî-

æíà ñòâåðäæóâàòè, ùî (2.2.2) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ {τi}8i=1, ùî i
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òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Îñêiëüêè íåâiäîìi ôóíêöi¨ ρi (x, y) çàëåæàòü ëèøå âiä äâîõ íåçàëåæíèõ

çìiííèõ, òî î÷åâèäíî, ùî

τ1 = τ5 = τ−1
1 = τ−1

5 =

 1 0

0 1

 , τ2 = τ6 = τ−1
2 = τ−1

6 =

 −1 0

0 1

 ,

τ3 = τ7 = τ−1
3 = τ−1

7 =

 1 0

0 −1

 , τ4 = τ8 = τ−1
4 = τ−1

8 =

 −1 0

0 −1

 .

Äëÿ ïîäàëüøîãî ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè (2.2.2), âiäïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ ìå-

òîäèêè, çàïîçè÷åíî¨ iç ðîáiò [21, 22] ñêîðèñòà¹ìîñü òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè:

g1(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
,

g2(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x+ x0)
2 + (y − y0)

2
,

g3(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x− x0)
2 + (y + y0)

2
,

g4(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x+ x0)
2 + (y + y0)

2
,

g5(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + 4h2
,

g6(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x+ x0)
2 + (y − y0)

2 + 4h2
,

g7(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x− x0)
2 + (y + y0)

2 + 4h2
,

g8(x, y;x0, y0;h) :=
1√

(x+ x0)
2 + (y + y0)

2 + 4h2
.
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Ëåìà 2.2.4 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.2) åêâiâàëåíòíà òàêié ñè-

ñòåìi ðiâíÿíü

∫∫
∆1

8∑
j=1

g′|i−j|+1 (x, y;x0, y0;h)ρ
′
j (x, y) dxdy = f ′i (x0, y0) , i = 1, 8, (2.2.3)

äå (x0, y0) ∈ (0, a)× (0, b) .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ (2.2.3) çäiéñíèìî â (2.2.1) ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó

çãiäíî òàêî¨ ñõåìè:

ρ′j (x, y) := ρj

τ−1
j

 x

y

 , j = 1, 8;

f ′i (x0, y0) := fi

τ−1
i

 x0

y0

 , i = 1, 8.

Íà îñíîâi çàïðîâàäæåíî¨ �çàìiíè çìiííèõ�, âèêîíàíî¨ òàêîæ i â ÿäðàõ IÐ, ñè-

ñòåìó (2.2.2) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.2.3), äå iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ

ëèøå ïî îäíié ñêëàäîâié ïîâåðõíi � S1.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.2.1 Íåõàé ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.3) âîëîäi¹ àáåëå-

âîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ GR8. Òîäi öþ ñèñòåìó îñòàííþ ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäi ∫∫
∆1

Aj (x, y, ;x0, y0) ρj (x, y)dxdy = f j (x0, y0) , j = 1, 8. (2.2.4)

Òóò (x0, y0) ∈ (0, a)× (0, b) ,

ρj (x, y) =
8∑

i=1

Fjiρ
′
i (x, y) , (x, y) ∈ ∆1, (2.2.5)
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f j (x0, y0) =
8∑

i=1

Fjif
′
i (x0, y0) , Aj (x, y, ;x0, y0) ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëà-

ìè: Aj(x, y;x0, y0) =
8∑

i=1

Fjig
′
|i−j|+1 (x, y;x0, y0;h), j = 1, 8 , F = (Fij)

8
i,j=1 �

çíàéäåíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïiäãðóïè {e, τx}, {e, τy}, {e, τz} ¹ öèêëi÷íèìè ãðóïàìè,

òî òàáëèöi ¨õ õàðàêòåðiâ ìàþòü îäèí i òîé æå âèãëÿä [21, 68]: äå τ := τx∨τy∨τz.

e τ

χ1 1 1

χ2 1 −1

,

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëèòè õàðàêòåðè íàøî¨ ãðóïè GR8, âçÿâøè ïðÿìèé

äîáóòîê ìàòðèöü õàðàêòåðiâ(ìàòðèöü Ôóð'¹) ïiäãðóï {e, τx}, {e, τy}, {e, τz}.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

F := (Fj i)
8
j, i=1 =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 −1 1 −1 1 −1 −1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1

1 1 1 −1 1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1



.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ìàòðèöþ ñè-

ñòåìè (2.2.3) çâåäåìî äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó [22], òîáòî �ðîçùåïèìî� íà

âiñiì íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.4).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Ðîçâ'ÿçàâøè íàáëèæåíî âiñiì íåçàëåæíèõ IÐ (2.2.4) ìåòîäîì êîëîêàöi¨,

ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (2.2.5), îäåðæèìî çíà÷åííÿ ôóíêöié ρ′i (x, y) i = 1, 8,

çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà îá÷èñëèòè ïîòåíöiàë ó áóäü-ÿêié òî÷öi (x, y, z)

ïðîñòîðó, âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ôîðìóëó:

u (x, y, z) =

∫∫
∆1

[
ρ′1 (x, y)√

(x′1 − x)2 + (y′1 − y)2 + (z − h)2
+

+
ρ′2 (x, y)√

(x′2 + x)2 + (y′2 − y)2 + (z − h)2
+

ρ′3 (x, y)√
(x′3 − x)2 + (y′3 + y)2 + (z − h)2

+

+
ρ′4 (x, y)√

(x′4 + x)2 + (y′4 + y)2 + (z − h)2
+

ρ′5 (x, y)√
(x′5 − x)2 + (y′5 − y)2 + (z + h)2

+

+
ρ′6 (x, y)√

(x′6 + x)2 + (y′6 − y)2 + (z + h)2
+

ρ′7 (x, y)√
(x′7 − x)2 + (y′7 + y)2 + (z + h)2

+

+
ρ′8 (x, y)√

(x′8 + x)2 + (y′8 + y)2 + (z + h)2

]
dxdy,

äå

 x′i

y′i

 = τ−1
i

 x

y

, i = 1, 8.

2.2.2. Àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè íàáëèæåíèõ ðîç-

â'ÿçêiâ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.4)

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðîçãëÿäóâàíîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïåðåä-

áà÷à¹ òàêîæ âðàõóâàííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ïîâåäiíêè øóêàíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çà-

ðÿäiâ ρ(M) â îêîëi êóòîâî¨ òî÷êè ñêëàäîâî¨ ïîâåðõíi S1. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî

âðàõóâàííÿ ñïåöèôiêè ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü, à ñàìå, ¨õ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìå-

òði¨, äîçâîëèëî çìåíøèòè êiëüêiñòü êîíòðîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ç âîñüìè

äî îäíi¹¨. Çàïðîâàäèìî àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè, ÿêèé äîïî-

ìàãà¹ íàäiéíî êîíòðîëþâàòè íåðåãóëÿðíiñòü ρ(M) â îêîëi êóòîâî¨ òî÷êè S1,

âiäìîâëÿþ÷èñü òàêèì ÷èíîì âiä àíàëiòè÷íîãî âðàõóâàííÿ ¨¨ ïîâåäiíêè.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî îäíå iç âîñüìè íåçàëåæíèõ iíòåã-

ðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.4):
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Ðèñ. 2.11: Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ �åêñòðåìàëüíîãî� åëåìåíòà

(Kρ1) (x0, y0) ≡
∫∫
∆1

A1(x, y;x0, y0)ρ1 (x, y) dxdy = f 1 (x0, y0) , (2.2.6)

(x0, y0) ∈ (0, a)× (0, b) .

Íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ çäiéñíþ¹ìî ìåòîäîì êîëîêàöi¨,

âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó êóñêîâî-ïîñòiéíi áàçè-

ñíi ôóíêöi¨. Ïîäië íà åëåìåíòè ïðîâîäèìî âiäíîñíî ∆1 = [0, a]× [0, b]. Â ñèëó

àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî õàðàêòåð ïîâåäiíêè ρ1 (x, y) �eêñòðåìàëüíèì� ââàæà-

¹ìî åëåìåíò DNxNy
:= [a− hx, a] × [b− hy, b], ÿêèé âiäïîâiäà¹ êóòîâié òî÷öi

ñêëàäîâî¨ S1 (äèâ. ðèñ. 2.11). Òóò hx =
a

Nx
, hx =

b

Nx
, äå Nx, Ny � êiëüêiñòü

òî÷îê ïîäiëó âiäðiçêiâ [0, a], [0, b], âiäïîâiäíî. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî áåç âðà-

õóâàííÿ íàÿâíî¨ ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨ ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü ìè ïîâèííi áóëè

á ïðèéìàòè äî óâàãè îñîáëèâîñòi øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó â îêîëi âîñüìè êóòîâèõ

òî÷îê ïîâåðõíi S, ùî ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ âåñü àëãîðèòì îá÷èñëåíü.

Âiäîìî [55, 90], ùî �ãóñòèíà ðîçïîäiëó çàðÿäiâ� ρ1 (x, y) â îêîëi �êóòîâî¨

òî÷êè� Q := (a, b) i ïðè ïiäõîäi äî êîíòóðó ìà¹ îñîáëèâîñòi, ÿêi ìîæíà âðàõó-

âàòè øëÿõîì çàïðîâàäæåííÿ ó âiäïîâiäíèõ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ òàêî¨ âàãîâî¨

ôóíêöi¨
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Ω (x, y) =
[(a− x) (b− y)]1/2

(a− x)γ + (b− y)γ
, äå γ ≈ 1, 7034.

Âiä öi¹¨ îñîáëèâîñòi ìîæíà ïîçáàâèòèñü øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ñïåöiàëüíèõ çà-

ìií çìiííèõ. Ïðîòå öå çíà÷íî óñêëàäíþ¹ àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ i íå äà¹ ìîæëèâîñòi ñêîðèñòàòèñü ïðîñòîþ i åôåêòèâ-

íîþ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîþ ñõåìîþ [14, 85, 90]. Òîìó áóäåìî âðàõîâóâàòè öþ

îñîáëèâiñòü ìåòîäîì çãóùåííÿ ñiòêè â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè Q äëÿ äîñÿãíåííÿ

çàäàíî¨ òî÷íîñòi, ñïèðàþ÷èñü íà çàãàëüíi iäå¨, âèñâiòëåíi â ðîáîòàõ [89, 98].

Ïðèïóñòèìî, ùî â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ

ðiâíÿíü, ùî àïðîêñèìó¹ äîñëiäæóâàíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ, îòðèìàíî íàáëè-

æåíèé ðîçâ'ÿçîê ρ1ε (P ), (P := (x, y) ∈ ∆1), àíàëiç ÿêîãî òàê ÷è iíàêøå âèìà-

ãà¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé éîãî ïîõèáêè ερ1 := ρ1 − ρ1ε.

Îáìåæèìîñü ïîáóäîâîþ íàáëèæåíü eρ1 äî ðåàëüíî¨ ïîõèáêè ερ1 çà òàêîþ

ñõåìîþ. Ïåðåâiðêà çàäîâîëåííÿ ãðàíè÷íî¨ óìîâè ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåíi ïîòåíöi-

àëó â äåÿêié êîíòðîëüíié òî÷öi P1, ÿêà íå ñïiâïàäà¹ ç òî÷êîþ êîëîêàöi¨ i ëå-

æèòü â îêîëi êóòîâî¨ òî÷êè ñêëàäîâî¨ S1 íà �åêñòðåìàëüíîìó� åëåìåíòi DNxNy
.

Äàëi àïðîêñèìó¹ìî ôóíêöiþ-ïîõèáêè eρ1 çà ôîðìóëîþ eρ1 = λ1BP1
(x, y) i

çíàéäåìî íåâiäîìèé ïàðàìåòð λ1 øëÿõîì êîëîêàöi¨ (2.2.6) ñàìå â òî÷öi P1 :={
a− hx

4
, b− hy

4

}
:

λ1 =
f 1 (P1)− (K ρ1) (P1)

(K BP1
) (P1)

. (2.2.7)

Çàóâàæèìî, ùî òàêèé âiäíîñíî ïðîñòèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðà λ1

ïîâ'ÿçàíèé ç ôiíiòíiñòþ áiëiíiéíî¨ áàáë-ôóíêöi¨ BP1
(x, y) :

suppBP1
(x, y) = D

1/4
NxNy

:=

[
a− hx

2
, a

]
×
[
b− hy

2
, b

]
.

Ïðè îá÷èñëåííi çíàìåííèêà ó ôîðìóëi (2.2.7) çðó÷íî âiäíåñòè åëåìåíò

D
1/4
NxNy

äî ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (α, β) òàê, ùî |α| ≤ 1, |β| ≤ 1. Öå



67

äà¹ ìîæëèâiñòü ïiñëÿ ïîäàííÿ (KBP1
) (P1) ó âèãëÿäi ñóìè ÷îòèðüîõ iíòåãðàëiâ

I1, I2, I3, I4:

I1 :=

a−
hx
4∫

a−
hx
4

− ∆̃1

b−
hy
4∫

b−
hy
4

− ∆̃2

A1 (x, y;P1)B
1
P1
(x, y)dxdy,

I2 :=

a−
hx
4

+ ∆̃1∫
a−
hx
4

b−
hy
4∫

b−
hy
4

− ∆̃2

A1 (x, y;P1)B
2
P1
(x, y)dxdy,

I3 :=

a−
hx
4

+ ∆̃1∫
a−
hx
4

b−
hy
4

+ ∆̃2∫
b−
hy
4

A1 (x, y;P1)B
3
P1
(x, y)dxdy,

I4 :=

a−
hx
4∫

a−
hx
4

− ∆̃1

b−
hy
4

+ ∆̃2∫
b−
hy
4

A1 (x, y;P1)B
4
P1
(x, y)dxdy,

äå ∆̃1 =
hx
4
, ∆̃2 =

hy
4
, â êîæíîìó ç íèõ âèêîíàòè äåÿêó çàìiíó çìiííèõ. Òàê,

íàïðèêëàä, äëÿ I1 ìàòèìåìî

x (α, β) :=

2

(
a− hx

4

)
− ∆̃1

2
+

∆̃1

2
α,

y (α, β) :=

2

(
b− hy

4

)
− ∆̃2

2
+

∆̃2

2
· β, −1 ≤ α, β ≤ 1.
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Ïðè öüîìó âiäïîâiäíi ñêëàäîâi áàáë-ôóíêöi¨ ó ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ íà-

áóâàþòü òàêîãî âèãëÿäó:

B1 (α, β) =
1

4
(1 + α) (1 + β) ,

B2 (α, β) =
1

4
(1− α) (1 + β) ,

B3 (α, β) =
1

4
(1− α) (1− β) ,

B4 (α, β) =
1

4
(1 + α) (1− β) .

Çàïðîâàäæåíi âèùå âåëè÷èíè äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ïîõèáêè íà �åêñòðåìàëü-

íîìó� åëåìåíòi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿç-

êó (2.2.6) ç íàïåðåä ãàðàíòîâàíîþ òî÷íiñòþ, ïîâòîðþþ÷è ïîäiáíó ïðîöåäóðó.

Êðèòåði¹ì çàâåðøåííÿ ïðîöåñó óòî÷íåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ρ1ε (P ) ¹ äå-

ÿêèé iíäèêàòîð

ηρ1 :=
∥eρ1 (x, y)∥L2√

∥eρ1 (x, y)∥
2
L2

+ ∥ρ1ε (x, y)∥
2
L2

100%. (2.2.8)

ßêùî iíäèêàòîð (2.2.8) íå ïåðåâèùó¹ çàäàíîãî äîïóñòèìîãî ðiâíÿ, òî óòî-

÷íåííÿ ρ1ε ïðèïèíÿ¹ìî, iíàêøå çäiéñíþ¹ìî çãóùåííÿ ñiòêè äëÿ ÷åðãîâîãî ðîçâ'ÿ-

çàííÿ âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Â íàøîìó âèïàäêó íà ïåðøîìó

êðîöi çãóùåííÿ ñiòêè îòðèìà¹ìî ÷îòèðè íîâèõ åëåìåíòè
(
D

1/4
NxNy

)
i
,
(
i = 1, 4

)
.

2.2.3. Iòåðàöiéíå óòî÷íåííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêiâ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ÷àñòêîâî íàâåäåíèé âèùå ìåòîä àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâàí-

íÿ ïîõèáêè, ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó óòî÷íåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ çàäà÷i (1.1.1)-(1.1.3). Íà ïiäñòàâi çíàéäåíèõ ìåòîäîì êîëîêàöi¨ íàáëèæåíèõ

çíà÷åíü ãóñòèí ρj (x, y)
(
j = 1, 8

)
ç (2.2.3) â òî÷êàõ (xi, yp) , äå xi =

(2i− 1)
hx
2
, i = 1, Nx , yp = (2p− 1)

hy
2
, p = 1, Ny, îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ
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ρj (x, y) ó âóçëàõ ñiòêè (x̃k, ỹl), äå x̃k = (k − 1)hx, k = 1, Nx + 1, ỹl =

(l − 1)hy, l = 1, Ny + 1, òàêèì ÷èíîì:

1. Íà ìåæi ñiòêîâî¨ îáëàñòi, íàïðèêëàä, â òî÷öi (x̃1, ỹNy+1) ,

íåõàé ρ̄j(x̃1, ỹNy+1) := ρ̄j
(
x1, yNy

)
;

2. Äëÿ òî÷îê
(
x̃k, ỹNy+1

)
, k = 1, Nx, ïðèïóñòèìî,

ùî ρ̄j
(
x̃k, ỹNy+1

)
:=

1

2

[
ρ̄j
(
xi, yNy

)
+ ρ̄j

(
xi+1, yNy

)]
, äå i = 1, Nx − 1;

3. Â òî÷êàõ (x̃k, ỹl), k = 2, Nx, l = 2, Ny, ïîêëàäåìî

ρ̄j (x̃k, ỹl) :=
1

4
[ρ̄j (xi, yp) + ρ̄j (xi+1, yp) + ρ̄j (xi, yp+1) + ρ̄j (xi+1, yp+1] ,

äå i = 1, Nx − 1, p = 1, Ny − 1.

Äàëi îá÷èñëþ¹ìî ïîòåíöiàë ó âóçëàõ ñiòêè (x̃k, ỹl). Âèêîðèñòîâóþ÷è áàáë-

ôóíêöi¨, ïî àíàëîãi¨ ç (2.2.7), çíàõîäèìî λ̃j. Íà ïiäñòàâi íàáëèæåíî çíàéäå-

íèõ çíà÷åíü ãóñòèíè ó âóçëàõ ñiòêè îá÷èñëþ¹ìî ρj (x, y) â òî÷êàõ (xi, yp) çà

îïèñàíèìè âèùå ïðàâèëàìè 1)�3). Î÷åâèäíî, ùî ïðîöåäóðà iòåðàöiéíîãî óòî-

÷íåííÿ ìîæå ïîâòîðþâàòèñü. Êðèòåði¹ì ¨¨ ïðèïèíåííÿ ìîæå áóòè, íàïðèêëàä,

ôiêñàöiÿ êiëüêîñòi iòåðàöié àáî æ âèêîíàííÿ óìîâè
∥∥eρj (x, y)∥∥L2

≤ eps.

2.2.4. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Äëÿ ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ ïîëÿ åôåêòèâíèì âèÿâëÿ¹òüñÿ âèêîðèñòàí-

íÿ åêâiïîòåíöiàëüíèõ ëiíié. Öå ìà¹ îñîáëèâî øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â òåõíiöi,

îñêiëüêè ïðè êîíñòðóþâàííÿ åëåêòðîííèõ ëàìï, êîíäåíñàòîðiâ, åëåêòðîííèõ

ëiíç òà iíøèõ ïðèëàäiâ ÷àñòî òðåáà çíàéòè ðîçïîäië åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

â ïðîñòîði.

Âèêîðèñòàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî âèùå ïiäõîäó äîçâîëÿ¹ ïðîòåñòóâàòè ïî÷à-

òêîâó çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïîòåíöiàëó. Íà ðèñ. 2.12�2.13

ïîäàíî ðîçïîäië ëiíié ðiâíîãî ïîòåíöiàëó â ïëîùèíi x = 0 ïðè ðiçíèõ ñïiââiäíî-

øåííÿõ äîâæèíè a òà øèðèíè b ïëàñòèíè ç âèêîðèñòàííÿì êóñêîâî-ïîñòiéíî¨
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àïðîêñèìàöi¨ ãóñòèíè iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè çíà-

÷åííÿìè ïîòåíöiàëó: f1 = 1; f2 = −100. Êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨ íà S1 ñòà-

íîâèòü 100.

Ðèñ. 2.12: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ â ïëîùèíi x = 0 ïðè a/b = 1

Ðèñ. 2.13: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ â ïëîùèíi x = 0 ïðè a/b = 16

Ó òàáë. 2.2 ïîäàíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêîãî êîíäåí-

ñàòîðà (äèâ. ðèñ. 2.11) çà óìîâ a/b = 1 i a/b = 16. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî

E8 = 0.0072 (äèâ. ôîðìóëó 2.1.11). À â òàáë. 2.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ, äî i ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ.
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Òàáëèöÿ 2.2

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ó òî÷êàõ ïëîùèíè x = 0

(y, z) u(a/b = 1) u(a/b = 16)

(-1.00, -0.75) -79.3684 -79.3731

(-1.00, -0.25) -66.4537 -66.4593

(-1.00, 0.00) -46.3882 -46.3909

(-1.00, 0.25) -26.9936 -27.0001

(-1.00, 0.75) -10.4048 -10.4086

(-0.75, -0.50) -99.9853 -99.9925

(1.00, 0.75) -10.4048 -10.4086

(2.00, -1.00) -48.9251 -48.9304

Òàáëèöÿ 2.3

Ïîòåíöiàë u â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ iòåðàöiéíîãî

óòî÷íåííÿ ðîçâ'ÿçêó(eps = 0, 01)

y z
Iòåðàöi¨

1 2 3

0.9500 0.9500 0.9029 0.8150 0.9357

0.9500 0.8000 0.9650 0.8851 1.0318

0.6000 0.9500 0.9545 0.8892 1.0689

0.4000 0.9500 0.9569 0.8868 1.0786

0.2000 0.9500 0.9579 0.8876 1.0851

Ó òàáë. 2.4 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ, ùî

çíàõîäÿòüñÿ â îêîëi �åêñòðåìàëüíîãî� åëåìåíòà äî (u0) i ïiñëÿ (u1) âðàõóâàííÿ

àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè ïðè äîïóñòèìîìó ðiâíi 10 %.
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Òàáëèöÿ 2.4

Ïîòåíöiàë â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ ó âèïàäêó êóñêîâî-áiëiíiéíî¨

áàáë-ôóíêöi¨

Ny y 0.9375 0.8750 0.8125

z 0,9375 0,9375 0,9375

4 u0 0,8963 0,9454 0,9697

u1 1,0358 1,0189 1,0105

λ1 0,1395 0,0735 0,0408

η 0,2116 0,1132 0,0631

5 u0 0,9321 0,9792 �

u1 1,0234 1,0072 �

λ1 0,0913 0,0280 �

η 0,1365 0,0421 �

6 u0 0,9600 � �

u1 1,0138 � �

λ1 0,0538 � �

η 0,0794 � �

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 íà ïðèêëàäi äâîõ ìîäåëüíèõ çàäà÷ ðîçðîáëåíî ñèñòåìó ìå-

òîäiâ ìîäåëþâàííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ îêðåìèõ êëàñiâ

åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ç ìàêñèìàëüíèì óðàõóâàííÿì íàÿâíî¨ ñèìåòði¨

â ãåîìåòði¨ ðîçiìêíåíèõ ïîâåðõîíü. Ðîçðîáëåíî ñòiéêèé îá÷èñëþâàëüíèé àë-

ãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ðåà-

ëiçóâàòè ïàðàëåëüíî. Äîñëiäæåíî óìîâè òðàêòóâàííÿ ïðîñòîðîâî¨ çàäà÷i ÿê

ïëîñêî¨. À òàêîæ ïîêàçàíî, ÿê çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè

ñèíãóëÿðíó ïîâåäiíêó øóêàíî¨ ãóñòèíè â îêîëi êóòîâèõ òî÷îê ðîçiìêíåíèõ ïî-

âåðõîíü i ïðè ïiäõîäi äî êîíòóðó îáìåæóþ÷èñü ¨¨ êîíòðîëåì ëèøå â îäíié îñî-
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áëèâié òî÷öi. Äëÿ öüîãî ðîçðîáëåíî àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè.

Äëÿ óòî÷íåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó âóçëàõ ñiòêè çàïðîâàäæåíî ñïåöiàëüíó iòåðàöié-

íó ïðîöåäóðó. Âiçóàëiçàöiþ ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ

ïðåäñòàâëåíî ðîçïîäiëîì ëiíié ðiâíîãî ïîòåíöiàëó. Óñi ïåðåâàãè ðîçãëÿíóòî¨

ñèñòåìè ìåòîäiâ îòðèìàëè ñâî¹ ïiäòâåðäæåííÿ øëÿõîì ÷èñåëüíèõ åêñïåðè-

ìåíòiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òàêîæ ïiäòâåðäæóþòü äîöiëüíiñòü çàñòîñóâàííÿ

ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ ó âiäïîâiäíîñòi äî ñïåöèôiêàöi¨ OpenMP äëÿ ðîçïàðàëå-

ëåííÿ îá÷èñëåíü i âêàçóþòü íà ìîæëèâiñòü ïîäàëüøî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðîãðàìíîãî

çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äàíîãî êëàñó çàäà÷ çà êðèòåði¹ì ìiíiìiçàöi¨

÷àñó ðîçðàõóíêiâ çà ðàõóíîê âàðiàöi¨ êiëüêîñòi ïàðàëåëüíèõ ïîòîêiâ òà ïðîöå-

ñîðíèõ ÿäåð êîìï'þòåðà.



74

ÐÎÇÄIË 3

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌ

ÅËÅÊÒÐÎÍÍÎ� ÎÏÒÈÊÈ Ç ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ

ÑÈÌÅÒÐI� ÃÐÀÍÈ×ÍÈÕ ÏÎÂÅÐÕÎÍÜ Â R2

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îïèñó¹ òàê çâàíå ïëîñ-

êå åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå. Ïðè öüîìó ñóòò¹âî âðàõîâàíî ñïåöèôiêó âiäïîâiäíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i. Îñíîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà ïèòàííi åêâiâàëåíòíîñòi öi¹¨ çà-

äà÷i ïåâíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ òà çàäà÷i âèáîðó àäèòèâíî¨ ñòàëî¨, ÿêà

ïðèñóòíÿ â iíòåãðàëüíîìó çîáðàæåííi ïëîñêîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïðè

éîãî ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi. Ïîêàçàíî, ùî öþ êîíñòàíòó ëåãêî îá÷èñëè-

òè çà íàÿâíîñòi êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi. Òàêîæ çäiéñíåíî

÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ ïëîñêèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ

ñèñòåì ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ âîñüìîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ. Ñëiä

çàóâàæèòè, ùî îñòàííi ¹ äåÿêèìè ïëîñêèìè íàáëèæåííÿìè ïðîñòîðîâèõ çàäà÷

ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè, òà ïëîñêîãî êîíäåí-

ñàòîðà. Ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷ ïëîñêî¨ åëåêòðîñòàòèêè ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ ñêií÷åí-

íèõ ïîðÿäêiâ.

Ðåçóëüòàòè òðåòüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó [41, 44, 45, 49, 52, 95].

3.1. Ïëîñêèé âàðiàíò ñóòò¹âî ïðîñòîðîâî¨ çàäà÷i åëåêòðîñòàòèêè

òà äåÿêi àñïåêòè ¨¨ äîñëiäæåííÿ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ßêùî çàðÿäæåíi åëåêòðîäè â ïðîöåñi ïðîåêòóâàííÿ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ

ñèñòåì ìîäåëþâàòè íåñêií÷åííî äîâãèìè öèëiíäðè÷íèìè ïîâåðõíÿìè, òâiðíi

ÿêèõ íåñêií÷åííî òîíêi ðiâíîìiðíî çàðÿäæåíi ïî äîâæèíi íèòêè, ïàðàëåëüíi

äî îäíi¹¨ iç êîîðäèíàòíèõ îñåé, òî â ïåðåðiçi ç äîâiëüíîþ ïëîùèíîþ, ïåðïåí-
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äèêóëÿðíîþ äî öi¹¨ îñi, óòâîðþ¹òüñÿ äåÿêà ñóêóïíiñòü ðîçiìêíåíèõ äóã. Ïðè

öüîìó çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó äîñëiäæóâàíîãî ïîëÿ â äîâiëüíié òî÷öi ïðîñòîðó

íå çàëåæèòü âiä îäíi¹¨ êîîðäèíàòè, à íåîáõiäíi ðîçðàõóíêè äîñòàòíüî ïðîâî-

äèòè ëèøå â R2, òðàêòóþ÷è ðîçãëÿäóâàíó ïðîñòîðîâó ïðîáëåìó ÿê ïëîñêó

[8]. Äî òîãî æ íà ïiäñòàâi ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ (äèâ. ðîçäië 2) âñòàíîâëå-

íî, ùî íàâiòü ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ó ñóòò¹âî ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi çà óìîâ

ñóòò¹âîãî ïåðåâàæàííÿ îäíi¹¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi íàä

iíøîþ çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ó âiäïîâiäíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ ñèñòåìè åëå-

êòðîäiâ áëèçüêèõ äî öåíòðàëüíîãî ìàëî çìiíþ¹òüñÿ. Òîìó äëÿ âñòàíîâëåííÿ

ÿêiñíî¨ êàðòèíè â öåíòðàëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ òàêèõ ïðîñòîâîâèõ êîí-

ñòðóêöié ìîæíà îáìåæèòèñü äîñëiäæåííÿì ïëîñêîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ.

Îòæå, çîñåðåäèìî óâàãó íà ïåâíèõ àñïåêòàõ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

(1.3.1)-(1.3.4), ÿêà îïèñó¹ ñàìå ïëîñêå åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè òå, ùî Ψ(x, y) :=
1

2π
ln

1

|x− y|
� ôóíäàìåíòàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.3.1), ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî

åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i (1.3.1)�(1.3.4) ïåâíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ.

Ñåðåä êðàéîâèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó â R2 ìîæíà âèäiëèòè êëàñè çàäà÷,

ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ òîãî ÷è iíøîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿä-

êó. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ìåæà L âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó, â ïðîöåñi ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4) íà îñíîâi ìå-

òîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà cêîðèñòàòèñü àïàðàòîì òåîði¨ ãðóï [21, 68].

Ó çâ'ÿçêó ç öèì óòî÷íåíî ðåçóëüòàòè ïðî òàê çâàíó àäèòèâíó ñòàëó, ùî ôiãóðó¹

â iíòåãðàëüíîìó çîáðàæåííi ðîçâ'ÿçêó îñíîâíî¨ çàäà÷i. Îòðèìàíî åôåêòèâíó

ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ öi¹¨ ñòàëî¨.

3.1.1. Ïðî åêâiâàëåíòíiñòü îñíîâíî¨ ïðîáëåìè iíòåãðàëüíîìó ðiâ-

íÿííþ

Ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i (1.3.1)�(1.3.4)
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iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ ïåðøîãî ðîäó.

Òåîðåìà 3.1.1 ßêùî ðîçâ'ÿçîê V (x) çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4) iñíó¹, òî éîãî ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

V (x) =

∫
L

Ψ(x, y) τ(y)dsy + C, x ∈ R2\L, (3.1.1)

ïðè÷îìó τ(y) çàäîâîëüíÿ¹ òàêå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó∫
L

Ψ(x, y) τ(y)dsy = g(x)− C, x ∈ L. (3.1.2)

Íàâïàêè, ÿêùî ôóíêöiÿ V (x) âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (3.1.1), äå ôóíêöiÿ

τ(y) i êîíñòàíòà C çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

∫
L

Ψ(x, y) τ(y)dsy = g(x)− C, x ∈ L,∫
L

τ(y)dsy = 0,
(3.1.3)

òî V (x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäèêîþ, çàïðîâàäæåíîþ â ðîáîòi [91]. Ïðèïóñ-

òèìî, ùî zj := ĉ∗2j−1 (ρ) ∪ ĉ∗2j (ρ) ∪ L
(+)
j ∪ L(−)

j

(
j = 1, ν

)
� ïðîñòèé, çàìêíåíèé

êîíòóð , ÿêèé îõîïëþ¹ Lj òàêèì ÷èíîì, ùî ĉ∗m (ρ) (m = 2j − 1, 2j) ¹ äóãîþ

êîëà ðàäióñà ρ ç öåíòðîì ó òî÷öi x∗m, à L
(+)
j

(
L
(−)
j

)
� íåçàìêíåíà äóãà, ðîçìi-

ùåíà ïàðàëåëüíî äî Lj íà âiäñòàíi ρ′ < ρ ç äîäàòíüî¨(âiä'¹ìíî¨) ñòîðîíè Lj.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sρ îá'¹äíàííÿ îáëàñòåé, îáìåæåíèõ çàìêíåíèìè êîíòóðàìè

zj, ÿêi ìiñòÿòü Lj.

Íåõàé x � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â R2\L, T :=
{
y ∈ R2

∣∣ |y − x| ≤ R},

ïðè÷îìó R íàñòiëüêå âåëèêå, ùî â T öiëêîì ìiñòèòüñÿ Sρ. Çàñòîñó¹ìî äðóãó

ôîðìóëó Ãðiíà [9] äëÿ ôóíêöi¨ V (y), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.3.1)�(1.3.4), i

ôóíêöi¨ Ψ(x, y) â îáëàñòi , îáìåæåíié
ν
∪
j=1

zj i äâîìà êîëàìè Σε :=
{
y ∈ T\Sρ

∣∣
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|y − x| = ε} i ΣR :=
{
y ∈ R2

∣∣ |y − x| = R
}
. Çàóâàæèìî, ùî ε > 0, çãiäíî ëîãi-

êè äîâåäåííÿ, äîâiëüíå, ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëå ÷èñëî.

Äàëi, ñïðÿìîâóþ÷è ρ′ äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî

∫∫
T\(Kε∪Sρ)

[Ψ(x, y)∆V (y)−∆Ψy(x, y)V (y)]dσy =
∫
ΣR

[
Ψ(x, y)

∂V (y)

∂n
− − V (y)×

×∂Ψ(x, y)

∂ny

]
dsy +

∫
Σε

[
Ψ(x, y)

∂V (y)

∂n
− V (y)

∂Ψ(x, y)

∂ny

]
dsy +

2υ∑
m=1

V ∗
m(x, ρ)+

+
υ∑

j=1

∫
L′
j

Ψ(x, y)τ(y)dsy−
υ∑

j=1

∫
L′
j

∂Ψ(x, y)

∂ny

[
V −(y)− V +(y)

]
dsy, (3.1.4)

äå

Kε :=
{
y ∈ T\Sρ

∣∣ |y − x| ≤ ε
}
, L′

j := Lj\
2j∑

m=2j−1

{y ∈ Lj| |y − x∗m| ≤ ρ},

V ∗
m(x, ρ) :=

∫
c∗m(ρ)

[
Ψ(x, y)

∂V (y)

∂n
− V (y)

∂Ψ(x, y)

∂ny

]
dsy,

à τ(y) :=

(
∂V (y)

∂n

)−
−
(
∂V (y)

∂n

)+

.

Ó ñïiââiäíîøåíi (3.1.4) ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè, ÿêi çàëåæàòü âiä ε. Î÷åâèä-

íî, ùî ∫∫
T\(Kε∪Sρ)

V (y)∆Ψy(x, y)dσy = 0,

îñêiëüêè ∆yΨ(x, y) = 0 çà óìîâè x ̸= y. Ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì íåâëà-

ñíîãî iíòåãðàëó

lim
ε→0

∫∫
T\(Kε∪Sρ)

Ψ(x, y)∆V (y)dσy =
∫∫
T\Sρ

Ψ(x, y)∆V (y)dσy = 0,

òîìó ùî ∆V (y) = 0 çà áóäü-ÿêîãî y ∈ R2\L.



78

Äàëi,

−
∫
Σε

V (y)
∂Ψ(x, y)

∂ny
dsy = − 1

2π

∫
Σε

V (y)
∂

∂ny
ln

1

|y − x|
dsy = − 1

2πε
×

×
∫
Σε

V (y) dsy = − 1

2π

1

ε
2πεV ∗ = −V ∗, îñêiëüêè

∂

∂ny
ln

1

|y − x|
=

= − ∂

∂ny
ln |y − x| =

∂

∂r
ln r =

1

r
,
1

r

∣∣∣∣
r=ε

=
1

ε
, à V ∗ � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ V (y) íà êîëi Σε. Çà ðàõóíîê íåïåðåðâíîñòi V (y), ïðè ε → 0 V ∗ →

V (x). Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì∫
Σε

Ψ(x, y)
∂V (y)

∂n
dsy =

1

2π

∫
Σε

ln
1

|y − x|
∂V (y)

∂n
dsy = − 1

2π
ln ε

∫
Σε

∂V (y)

∂n
dsy =

− 1

2π
ln ε2πε

(
∂V

∂n

)∗
= −ε ln ε

(
∂V

∂n

)∗
, äå

(
∂V

∂n

)∗
� ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íîð-

ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ V (y) íà êîëi Σε, çâiäêè lim
ε→0

ε ln ε

(
∂V

∂n

)∗
= 0, îñêiëü-

êè ïåðøi ïîõiäíi ôóíêöi¨ V (y) íåïåðåðâíi â R2\L. Îòæå, âåëè÷èíà
(
∂V

∂n

)∗

îáìåæåíà.

Îöiíèìî ó (3.1.4) iíòåãðàëè, ÿêi çàëåæàòü âiä R. Î÷åâèäíî, ùî

−
∫
ΣR

V (y)
∂Ψ(x, y)

∂ny
dsy = − 1

2π

∫
ΣR

V (y)
∂

∂ny
ln

1

|y − x|
dsy = − 1

2π

∫
ΣR

V (y)×

× ∂

∂R
ln

1

R
dsy = =

1

2πR

∫
ΣR

V (y)dsy. Çà óìîâè ïðÿìóâàííÿ R äî íåñêií÷åííîñòi,

âðàõîâóþ÷è (1.3.3), ëåãêî áà÷èòè, ùî
1

2πR

∫
ΣR

V (y)dsy → C.

Äàëi,∫
ΣR

Ψ(x, y)
∂V (y)

∂n
dsy = − 1

2π

∫
ΣR

ln |y − x| ∂V (y)

∂n
dsy = − 1

2π
lnR

∫
ΣR

∂V (y)

∂n
dSR. Îñ-

êiëüêè V (y) ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ íà íåñêií÷åííîñòi, òî â îêîëi íåñêií÷åííî

âiääàëåíî¨ òî÷êè ïëîùèíè ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà [9]∣∣∣∣∂V (y)

∂n

∣∣∣∣ ≤ A

R2
, R = |y − x| .
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Òîìó ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó R∣∣∣∣∣∣
∫
ΣR

Ψ(x, y)
∂V (y)

∂n
dsy

∣∣∣∣∣∣ ≤ A lnR

R
→ 0, R → ∞.

Iç ôîðìóëè (3.1.4) ïðè R → ∞, ε→ 0, íà ïiäñòàâi ïîïåðåäíüîãî, âðàõîâóþ÷è

óìîâè (1.3.2), îòðèìó¹ìî

V (x) =
υ∑

j=1

∫
L′
j

Ψ(x, y)τ(y)dsy +
2υ∑

m=1

V ∗
m(x, ρ) + C. (3.1.5)

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè V ∗
m (x, ρ), âðàõîâóþ÷è òå, ùî ρ > 0 � ñêiëüêè çàâ-

ãîäíî ìàëå ÷èñëî. Îñêiëüêè Ψ(x, y) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà ïðè y ̸= x,

òî |Ψ(x, y)| i
∣∣∣∣∂Ψ(x, y)

∂ny

∣∣∣∣ îáìåæåíi çà áóäü-ÿêîãî y ∈ C∗
m (ρ). Òîìó |V ∗

m (x, ρ)| ≤

B

∫
C∗

m(ρ)

[|V (y)|+
∣∣∣∣∂V (y)

∂ρ

∣∣∣∣]dsy, äå B > 0 � äåÿêà ñòàëà. Ïðè âèêîíàííi óìîâè

(1.3.4) lim
ρ→0

V ∗
m (x, ρ) = 0.

Âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ ùîäî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4) âè-

ðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.1.5), ÿêèé iñíó¹ ïðè äîâiëüíîìó ρ, áóäå çáiãàòèñü äî

äàíîãî V (x) çà óìîâè ρ→ 0. Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî îòðèìó¹ìî

V (x) =
υ∑

j=1

∫
Lj

Ψ(x, y)τ(y)dsy + C,

àáî ñêîðî÷åíî,

V (x) =

∫
L

Ψ(x, y)τ (y) dsy + C.

Íàðåøòi îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (3.1.2). Äëÿ öüîãî â (3.1.1) ñïðÿ-

ìó¹ìî òî÷êó x äî òî÷êè x0 ∈ L ç äîäàòíüî¨ àáî âiä'¹ìíî¨ ñòîðîíè. Âðàõîâóþ÷è

âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [9], ìà¹ìî

V ± (x0) =

∫
L

Ψ(x0, y)τ(y)dsy + C, (3.1.6)
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ïðè÷îìó âèêîðèñòàííÿ êðàéîâèõ óìîâ (1.3.2) äà¹∫
L

Ψ(x0, y)τ(y)dsy = g(x0)− C.

Îòæå, ïîáóäîâàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ i äîâåäåíà ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî V (x) ïîäà¹òüñÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (3.1.1), à τ(y)

i C çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (3.1.3). Î÷åâèäíî, ùî V (x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.3.1).

Îñêiëüêè êðàéîâi çíà÷åííÿ V (x) âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.1.6), à τ(y) çàäî-

âîëüíÿ¹ ñèñòåìó (3.1.3), òî ëåãêî áà÷èòè, ùî V ± (x0) = g(x0).

Îñêiëüêè ïîêè ùî íà êîíñòàíòó C íiÿêèõ îáìåæåíü íå íàêëàäàëè, ïiäáåðå-

ìî ¨¨ òàê, ùîáè âèêîíóâàëàñü óìîâà (3.1.3). Äëÿ öüîãî ïîäàìî τ(y) ó âèãëÿäi

τ(y) = τ1(y)− Cτ2(y), äå τ1(y) i τ2(y) � ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü∫
L

Ψ(x, y)τ1(y)dsy = g(x)

i ∫
L

Ψ(x, y)τ2(y)dsy = 1, x ∈ L,

âiäïîâiäíî. ßêùî C =

∫
L

τ1(y)dsy

∫
L

τ2(y)dsy

−1

, òî τ(y) çàäîâîëüíÿ¹

(3.1.3), ùî ëåãêî ïåðåâiðèòè.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè
∫
L

τ(y)dsy = 0 ôóíêöiÿ V (x) îáìåæåíà íà íåñêií-

÷åííîñòi. Äiéñíî, íåõàé x∈L, à ŷ � äîâiëüíà òî÷êà íà L, òîäi V (x) =∫
L

Ψ(x, y)τ(y)dsy + C =
1

2π

∫
L

ln
1

|x− y|
τ(y)dsy+

+
1

2π
ln |x− ŷ|

∫
L

τ(y)dsy =
1

2π

∫
L

ln
|x− ŷ|
|x− y|

τ(y)dsy + C. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó

ïðî ñåðåäí¹, íåâàæêî îòðèìàòè òàêó îöiíêó

1

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
L

ln
|x− ŷ|
|x− y|

τ(y)dsy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
L

|τ(y)|
∣∣∣∣ln |x− ŷ|

|x− y|

∣∣∣∣ dsy = ∫
L

|τ(y)| dsy
1

2π
×
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×
∣∣∣∣ln |x− ŷ|

|x− y∗|

∣∣∣∣, äå y∗ � äåÿêà òî÷êà íà L. Çâiäñè ïðè x→ ∞ ìà¹ìî |x− ŷ| ×

× |x− y∗|−1 → 1, à ln
|x− ŷ|
|x− y∗|

→ 0, òîáòî V (∞) = C. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

âåëè÷èíà
∫
L

|τ(y)| dsy îáìåæåíà, ùî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâè (1.3.4). Ïðè öüîìó äîñòàòíüî ïî-

êàçàòè, ùî |∂V (y)/∂ρ| ïðè y ∈ C∗
m (ρ) òà ρ → 0 ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó o(ρα),

äå α > −1. Ñêîðèñòà¹ìîñü âiäîìèì ïîäàííÿì iíòåãðàëó Êîøi [75]:

Φ(z) :=
1

2πi

∫
L

φ(t)

t− z
dt = v(x1, x2) + iu(x1, x2),

äå z := x1+ ix2∈L, φ(t) � äiéñíà îáìåæåíà íà L ôóíêöiÿ, v(x1, x2) � ïîòåíöiàë

ïîäâiéíîãî øàðó, à u(x1, x2) � ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨ ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë

ïðîñòîãî øàðó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

Φ′(z) =
1

2πi

∫
L

φ(t)

(t− z)2
dt.

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è óìîâó Êîøi-Ðiìàíà,

Φ′(z) =
∂v

∂x1
+ i

∂u

∂x1
, Φ′(z) =

∂u

∂x2
− i

∂v

∂x2
. (3.1.7)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî â ðîëi L âèñòóïà¹ iíòåðâàë

(0, 1) îñi àáñöèñ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò 0x1x2. Ïîáóäó¹ìî

êîëî ðàäióñà ρ ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òî÷êà êîëà z, ÿêà íå ëåæèòü

íà L, íàëåæèòü êîìïëåêñíié ïëîùèíi, à òîìó ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = x1 + ix2 = ρeiβ = ρ(cos β + i sin β),

äå β � àðãóìåíò, ρ � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.

Ïîõiäíó ëîãàðèôìi÷íîãî ïîòåíöiàëó V çà íàïðÿìêîì ρ ìîæíà îá÷èñëèòè

çà ôîðìóëîþ
∂V

∂ρ
=
∂V

∂x1
cos β +

∂V

∂x2
sin β,
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à ïîõiäíà iíòåãðàëó Êîøi íà êîëi ðàäióñà ρ â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:

Φ′(z) =
1

2πi

1∫
0

φ(s)

(s - ρeiβ)2
ds.

Âiääiëÿþ÷è â îñòàííüîìó iíòåãðàëi äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè, ç óðàõóâàííÿì

(3.1.8), îòðèìà¹ìî

∂V

∂x1
= − 1

2π

1∫
0

s2 − 2ρs cos β + ρ2 cos 2β

(s2 + ρ2 − 2ρs cos β)2
φ(s)ds,

∂V

∂x2
=
ρ sin β

π

1∫
0

s− ρ cos β

(s2 + ρ2 − 2ρs cos β)2
φ(s)ds.

Òåïåð ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ U çà íàïðÿìêîì ρ ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi

∂V

∂ρ
=

1

2π

1∫
0

2ρs− (s2 + ρ2) cos β

(s2 + ρ2 − 2ρs cos β)2
φ(s)ds.

Äëÿ îöiíêè öüîãî iíòåãðàëó çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè âèêîðèñòà¹ìî î÷åâèäíó

íåðiâíiñòü 2ρs ≤ s2 + ρ2, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãî çà óìîâè s ̸= ρ. Çâiäêè

îòðèìà¹ìî

2ρs− (s2 + ρ2) cos β ≤ (1− cos β)(s2 + ρ2),

(1− cos β)2(s2 + ρ2)2 ≤ (s2 + ρ2 − 2sρ cos β)2, 0 < β ≤ π

2
,

∂V

∂ρ
<

1

2π

φ (s∗)

1− cos β

1∫
0

ds
s2 + ρ2

= o

(
1

ρ

)
, ρ→ 0, s∗ ∈ (0, 1).

Ñòðîãå âèêîíàííÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, à òàêîæ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi ïî-

êàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨ äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî

∂V

∂ρ
= o(ρα), α > −1.

Îòæå, äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4) iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿí-

íþ ïåðøîãî ðîäó çi ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ â ÿäði.
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Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíöiàëüíó ïîñòàíîâêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (1.3.1)-

(1.3.4), çàïðîâàäæåíó âèùå ìåòîäèêó, ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ëåãêî äîâå-

ñòè ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

3.1.2. Òåîðåìà ïðî àäèòèâíó ñòàëó

Ç ìåòîþ óòî÷íåííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òàêó

òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.2 ßêùî ïî÷àòêîâà êðàéîâà çàäà÷à (1.3.1)-(1.3.4) âîëîäi¹ àáåëå-

âîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî k-ãî ïîðÿäêó, à ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåí-

öiàëó íà îêðåìèõ äiëÿíêàõ ìåæi ïðèéìàþòü äîâiëüíi ïîñòiéíi çíà÷åííÿ C1

C2, . . ., Ck, |Ci| < +∞, i = 1, k, òî àäèòèâíó ñòàëó â ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó

(3.1.1) ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

C =
1

k

k∑
i=1

Ci.

Äîâåäåííÿ. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1 âèïëèâà¹, ùî àäèòèâíà ñòàëà â iíòåã-

ðàëüíîìó ïîäàíi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4) ìà¹ âèãëÿä:

C =

∫
L

τ1 (y) dsy

∫
L

τ2 (y) dsy

−1

.

Òóò τ1 (y) i τ2 (y) � ðîçâ'ÿçêè òàêèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü∫
L

τ1 (y)Ψ (x, y) dsy = g (x) , x ∈ L, (3.1.8)

∫
L

τ2 (y)Ψ (x, y) dsy = 1, x ∈ L, (3.1.9)

âiäïîâiäíî. Íàãàäà¹ìî, ùî g (x) ≡ const íà êîæíié ñêëàäîâié L, à Ψ(x, y) �

ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â R2.
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Îñêiëüêè ïî÷àòêîâà êðàéîâà çàäà÷à (1.3.1)-(1.3.4) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ k-ãî ïîðÿäêó, òî ìåæà L äîïóñêà¹ ðîçáèòòÿ íà êîíãðóåíòíi ñêëàäîâi

Li

(
i = 1, k

)
, òîáòî L :=

k
∪
i=1

Li, ïðè÷îìó Li ∩ Lj = 0 äëÿ i ̸= j. Òðàêòþ÷è

øóêàíi ãóñòèíè τ1 (y) i τ2 (y) ó âiäïîâiäíîñòi ç òàêèì ïîäðiáíåíÿì L, ïîäàìî

iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ (3.1.8) i (3.1.9) ó âèãëÿäi

k∑
i=1

∫
Li

τ1i (y)Ψ (x, y) dsy = Cj, x ∈ Lj, j = 1, k, (3.1.10)

k∑
i=1

∫
Li

τ2i (y)Ψ (x, y) dsy = 1, x ∈ Lj, j = 1, k, (3.1.11)

äå τ1i (y), τ2i (y) � çâóæåííÿ τ1 (y) i τ2 (y) íà Li, âiäïîâiäíî.

Çäiéñíèâøè ïàðàìåòðèçàöiþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.1.10) i (3.1.11), îòðè-

ìà¹ìî

k∑
i=1

bi∫
ai

τ1i (α)Φ [yi (α) , x] dα = Cj, x ∈ Lj, j = 1, k (3.1.12)

k∑
i=1

bi∫
ai

τ2i (α)Φ [yi (α) , x] dα = 1, x ∈ Lj, j = 1, k, (3.1.13)

äå τ1i (α) := τ1 [yi (α)] , τ2i (α) := τ2 [yi (α)], i = 1, k ; Φ [yi (α) , x] := |yi (α)| ×

×Ψ(yi (α) , x) ïðè òîìó, ùî yi (α)
(
ai ≤ α ≤ bi, i = 1, k

)
� ïàðàìåòðè÷íi ïîäà-

ííÿ äiëÿíîê ìåæi L, à äëÿ ïîçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ãóñòèí çáåðåæåíi ïîçíà÷åí-

íÿ ç (3.1.10), (3.1.11). Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî âåêòîð-ôóíêöi¨ yi (α) âîëîäiþòü

äîñòàòíüîþ ãëàäêiñòþ. Îñêiëüêè îïåðàöiÿ ñóïåðïîçèöi¨ åëåìåíòiâ ãðóïè ñèìå-

òði¨, ÿêi ¹ âiäïîâiäíèìè ïåðåòâîðåííÿìè êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ L iç ìíîæè-

íè {Li}ki=1, òðàíçèòèâíà, òî ïðè âèçíà÷åííi íóìåðàöi¨ åëåìåíòiâ σi öi¹¨ ãðóïè

áóäåìî ââàæàòè, ùî L1 = σiLi, i = 1, k, äå σ1 � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ. Äàëi
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çäiéñíèìî â (3.1.12), (3.1.13) ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó:

τ ′1i (α) := τ1
[
σ̃−1
i y1 (α)

]
, τ ′2i (α) := τ2

[
σ̃−1
i y1 (α)

]
, a1 ≤ α ≤ b1, i = 1, k.

Òóò σ̃−1
i � ìàòðèöi, îáåðíåíi äî ìàòðèöü, ÿêi , â ñâîþ ÷åðãó, ¹ çîáðàæåííÿìè

åëåìåíòiâ ãðóïè {σi}ki=1. Òàêèì ÷èíîì çàïðîâàäæåíi "çàìiíè çìiííèõ" äîçâî-

ëÿþòü âiä (3.1.12), (3.1.13) ïåðåéòè äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

k∑
i=1

b1∫
a
1

τ ′1i (α)Φ
[
σ̃−1
i y1 (α) ; σ̃

−1
j y1 (ᾱ)

]
dα = Cj, (3.1.14)

k∑
i=1

b1∫
a
1

τ ′2i (α)Φ
[
σ̃−1
i y1 (α) ; σ̃

−1
j y1 (ᾱ)

]
dα = 1, (3.1.15)

äå ᾱ ∈ [a1, b1], j = 1, k. Îòæå, íà äàíîìó åòàïi äîñëiäæåíü ìè îòðèìàëè äâi

ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.1.14) i (3.1.15), ó ÿêèõ iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ-

¹òüñÿ ëèøå ïî êîíãðóåíòíié ñêëàäîâié L1 ìåæi L.

Ñèñòåìè (3.1.14) i (3.1.15) çðó÷íî ïîäàòè ó ôîðìi òàêèõ îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü

(AG1) (α) = Ĉ, (3.1.16)

(AG2) (α) = I. (3.1.17)

Òóò A := (Aji)
k
j,i=1 � ìàòðèöÿ îïåðàòîðiâ; G1 (α) := [τ ′1i (α)]

k
i=1, G2 (α) :=

= [τ ′2i (α)]
k
i=1 � ñòîâï÷èêè-ôóíêöi¨; Ĉ := (C1, C2, ..., Ck)

T ; I � îäèíè÷íèé ñòîâï-

÷èê. Ïðè öüîìó êîæíèé ç îïåðàòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè

(
AjiG

(i)
1

)
(α) :=

b1∫
a
1

τ ′1i (α)Φ
[
σ̃−1
i y1 (α) ; σ̃

−1
j y1 (α)

]
dα,

(
AjiG

(i)
2

)
(α) :=

b1∫
a
1

τ ′2i (α)Φ
[
σ̃−1
i y1 (α) ; σ̃

−1
j y1 (α)

]
dα,
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äåG(i)
1 ,G(i)

2 � i-òi êîìïîíåíòè
(
i = 1, k

)
ñòîâï÷èêiâ-ôóíêöiéG1 (α),G2 (α), âiä-

ïîâiäíî. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ õàðàêòåðiâ [11, 68], ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ãðóïè k-ãî ïîðÿäêó, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü

ïîäàòè (3.1.16) i (3.1.17) ó ðîçùåïëåíîìó âèãëÿäi:

(
BpG1p

)
(ᾱ) = C̄p, (3.1.18)

(
BpG2p

)
(ᾱ) = Ip, (3.1.19)

äå p = 1, k; a1 ≤ α ≤ b1; G1p (α) :=
k∑

i=1

FpiG
(i)
1 (α); G2p (α) :=

k∑
i=1

FpiG
(i)
2 (α);

a1 ≤ α ≤ b1; C̄p :=
k∑

i=1

FpiCi; Ip =
k∑

i=1

Fpi, à Bp � åëåìåíòè äiàãîíàëüíî¨

ìàòðèöi FAF−1, ïðè÷îìó F := {Fpi}kp,i=1.

Íà îñíîâi íàâåäåíî¨ âèùå ìåòîäèêè ïåðåõîäó äî k íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü (3.1.18), (3.1.19) øóêàíó àäèòèâíó ñòàëó ìîæíà îá÷èñëèòè çà òàêîþ

ôîðìóëîþ:

C =

 k∑
i=1

b1∫
a1

τ ′1i (α) dα

/ k∑
i=1

b1∫
a1

τ ′2i (α) dα

 =

=

1

k

b1∫
a
1

k∑
p=1

k∑
i=1

FipG1i (α)dα

/
1

k

b1∫
a
1

k∑
p=1

k∑
i=1

FipG2i (α) dα

.
Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ ãðóïè k-ãî ïîðÿäêó,

ëåãêî áà÷èòè, ùî

C =

 b1∫
a
1

G11 (α) dα

/
 b1∫

a
1

G21 (α) dα

,
äå G11 (α) and G21 (α) âèçíà÷à¹ìî ç òàêèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:(

B1G11

)
(α) = C1, (3.1.20)
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(
B1G21

)
(α) = I1, (3.1.21)

âiäïîâiäíî. Òóò C1 =
k∑

i=1

F1iCi =
k∑

i=1

Ci, à I1 =
k∑

i=1

F1i · 1 = k, a1 ≤ α ≤ b1.

Âíàñëiäîê iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4), iñíó¹ îïå-

ðàòîð B−1
1 , ùî äîçâîëÿ¹ ïîäàòè ðîçâ'ÿçêè (3.1.20), (3.1.21) ó âèãëÿäi G11 =

B−1
1 C1, G21 = B−1

1 I1. Îñêiëüêè C1 i I1 � ñòàëi âåëè÷èíè,

C =

 b1∫
a
1

(
B−1

1 C1

)
(α) dα

/
 b1∫

a
1

(
B−1

1 I1
)
(α) dα

 =
C1

I1
=

k∑
i=1

Ci

k
,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âñòàíîâëåííÿ äàíîãî ôàêòó ñóòò¹âî ñïðîùó¹ àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîç-

â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.4), îñêiëüêè ïðè çíàõîäæåííÿ τ(y) ìîæíà îáìå-

æèòèñü äîñëiäæåííÿì ëèøå îäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèäó∫
L

Ψ(x, y) τ(y)dSy = ĝi(x), x ∈ Li,

äå ĝi(x) = gi(x)− C, ïðè÷îìó gi(x) ≡ Ci, i = 1, N . Îòæå, çíà÷åííÿ C ìîæíà

çíàõîäèòè ïðîñòî áåç äîäàòêîâèõ ñêëàäíèõ îá÷èñëåíü.

Çàóâàæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ñêëàäíiñòü ÷èñåëüíî¨ òà ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨

âiäïîâiäíèõ àëãîðèòìiâ àïàðàòó òåîði¨ ãðóï, ìîæíà îáìåæèòèñü 16-ì ïîðÿä-

êîì ãðóïè ñèìåòði¨. Âèáið ãðóïè ñàìå ç òàêèì ìàêñèìàëüíèì ïîðÿäêîì ¹, íà

íàøó äóìêó, âè÷åðïíèì ç òî÷êè çîðó ïîäàííÿ ñèñòåì åëåêòðîäiâ, ÿêi çäåáiëü-

øîãî âèêîðèñòîâóþòü ó ïðîöåñi ðåàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîííî-ïðîìåíå-

âèõ ïðèëàäiâ.
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3.2. Âèñâiòëåííÿ òèïîâèõ ïðîáëåì, ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçâ'ÿçó-

âàííi îäíi¹¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i ç àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ âîñüìîãî

ïîðÿäêó

Âðàõîâóþ÷è òèïîâi êîíôiãóðàöi¨ ñêëàäîâèõ ïîâåðõîíü-åëåêòðîäiâ, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòü ïðè ïðîåêòóâàííi ðåàëüíèõ ïðèëàäiâ, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõî-

äæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêî¨ åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè, çîáðà-

æåíî¨ íà ðèñ. 3.14. ßê áà÷èìî, iíôîðìàöiþ ïðî ãåîìåòðiþ çàðÿäæåíèõ åëåêòðî-

äiâ ïîäàíî ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi êîíãðóåíòíèõ ãëàäêèõ íåçàìêíåíèõ äóã

Γ1, Γ2, Γ3, Γ4, ÿêi ¹ ÷àñòèíàìè âiäïîâiäíèõ ãiïåðáîë ó R2. Ïðè öüîìó ãðàíè÷íi

çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó (f1 , f2, f3, f4) íå âîëîäiþòü ñèìåòði¹þ ÷è àíòèñèìåòði¹þ.

Ðèñ. 3.14: Äîñëiäæóâàíà ïëîñêà åëåêòðîííî-îïòè÷íà ñèñòåìà

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó íåîáõiäíî çíàéòè ôóíêöiþ V (x) ∈ C2
(
R2\Γ

)
,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆V (x) = 0, x ∈ R2\Γ, Γ :=
4
∪
i=1

Γi, x := (x1, x2)
T ; (3.2.1)
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çà óìîâè

V (x) = fi(x), x ∈ Γi (i = 1, 4) ; sup
x∈R2

|V (x)| < +∞. (3.2.2)

Íåõàé Ô(x, y) := − 1

2π
ln

1

| x− y |
� ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà â R2 [9]. Òîäi, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3.1.1, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2.1)�

(3.2.2) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

V (y) :=

∫
Γ

µ (x)Ô(x, y)dΓx + C, y := (y1, y2). (3.2.3)

Òóò µ(x) := g(x) − Cλ(x), äå λ(x) � ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíîãî iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ∫
Γ

λ(x)Ô(x, y)dΓx = 1, y ∈ Γ, (3.2.4)

à g(x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ∫
Γ

g(x)Ô(x, y)dΓx = fi(y), y ∈ Γi (i = 1, 4), (3.2.5)

ïðè÷îìó êîíñòàíòà C âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
∫
Γ

µ(x)dΓx = 0, òîáòî

C =

∫
Γ

g(x)dΓx

/∫
Γ

λ(x)dΓx

.
Îòæå, çíàõîäæåííÿ µ(x), � ñóêóïíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ óçäîâæ

Γ
(
µ(x) :=

{
µi(x), x ∈ Γi; i = 1, 4

})
, � ïîâ'ÿçàíå iç íåîáõiäíiñòþ ðîçâ'ÿçàííÿ

äâîõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.4) i (3.2.5) [79]. Çíàéäåíà ïðè öüîìó êîíñòàíòà

C çàáåçïå÷ó¹ îáìåæåíiñòü øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó (3.2.3) íà íåñêií÷åííîñòi ïðè

|y| → ∞.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i (3.2.1)�(3.2.2)

àäèòèâíó ñòàëó C øóêàòèìåìî ÷èñåëüíî, äëÿ ïåðåâiðêè äîñòîâiðíîñòi îòðèìà-

íèõ â òåîðåìi 3.1.2. ðåçóëüòàòiâ.
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3.2.1. Ïàðàìåòðèçàöiÿ âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ç ìåòîþ ìàêñèìàëüíîãî âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ ó ðîçòàøóâàííi îêðåìèõ äi-

ëÿíîê ìåæi Γ íà ïëîùèíi x10x2 ïîäàìî êîæíó äóãó Γi

(
i = 1, 4

)
ó âèãëÿäi

äâîõ êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ: Γi := Γi1 ∪ Γi2. Òðàêòóþ÷è µ (x) ó âiäïîâiä-

íîñòi ç òàêèì ïîäðiáíåííÿì Γ, ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (3.2.5) äëÿ

çíàõîäæåííÿ øóêàíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ g(x) ó âèãëÿäi:

4∑
i=1

2∑
j=1

∫
Γij

gij(x)Ô(x, y)dΓx = fkl(y), y ∈ Γkl

(
k = 1, 4; l = 1, 2

)
, (3.2.6)

äå gij(x) � çâóæåííÿ g(x) íà Γij, à fkl(y) � çâóæåííÿ fk(y) íà Γkl.

Äàëi, äëÿ àíàëiçó êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ ó (3.2.6) âèêîðèñòà¹ìî ïàðà-

ìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü âiäïîâiäíi äiëÿíêè ìåæi [6]:

Γ1 := Γ11 ∪ Γ12 :=
{
x11(τ) := (shτ, chτ)T ; 0 ≤ τ ≤ 1

}
∪{

x12(τ) := (shτ, chτ)T ; −1 ≤ τ ≤ 0
}
,

Γ2 := Γ21 ∪ Γ22 :=
{
x21(τ) := (−chτ, shτ)T ; 0 ≤ τ ≤ 1

}
∪{

x22(τ) := (−chτ, shτ)T ; −1 ≤ τ ≤ 0
}
,

Γ3 := Γ31 ∪ Γ32 :=
{
x31(τ) := (shτ, −chτ)T ; −1 ≤ τ ≤ 0

}
∪{

x32(τ) := (shτ, −chτ)T ; 0 ≤ τ ≤ 1
}
,

Γ4 := Γ41 ∪ Γ42 :=
{
x41(τ) := (chτ, shτ)T ; −1 ≤ τ ≤ 0

}
∪{

x42(τ) := (chτ, shτ)T ; 0 ≤ τ ≤ 1
}
.

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïîäàòè (3.2.6) ó âèãëÿäi òàêî¨ ñèñòåìè âîñüìè iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü:

1∫
0

g11(τ) · K[x11(τ); y] dτ +
0∫

−1

g12(τ) · K[x12(τ); y] dτ+
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1∫
0

g21(τ) · K[x21(τ); y] dτ +
0∫

−1

g22(τ) · K[x22(τ); y] dτ+

0∫
−1

g31(τ) · K[x31(τ); y] dτ +
1∫

0

g32(τ) · K[x32(τ); y] dτ+

0∫
−1

g41(τ) · K[x41(τ); y] dτ +
1∫

0

g42(τ) · K[x42(τ); y] dτ =

fkl (y) , y ∈ Γkl

(
k = 1, 4; l = 1, 2

)
, (3.2.7)

äå gij := g[xij(τ)](i = 1, 4; j = 1, 2), à K[x(τ); y] := |x(τ)| ·Φ[x(τ); y] ïðè òîìó,

ùî x (τ) � ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ îäíi¹¨ ç âîñüìè äiëÿíîê ìåæi.

3.2.2. Âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ ìåæi

Äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ðiâíÿíü, ÿêi ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè îäíî÷àñíî, ñêî-

ðèñòà¹ìîñü î÷åâèäíîþ âëàñòèâiñòþ ðîçãëÿäóâàíî¨ ïðîáëåìè [21, 22].

Ëåìà 3.2.5 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.7) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó, ÿêà ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêó
{
e, β, β2, β3

}
i äðóãîãî ïîðÿäêó {e, σ}, äå e � òîòîæíå ïåðå-

òâîðåííÿ, σ � äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ, à β � ïîâîðîò íà êóò π/2 âiäíîñíî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çàïðîâàäæåíó âèùå íóìåðàöiþ êîíãðóåíòíèõ ñêëàäî-

âèõ ìåæi Γ, ëåãêî áà÷èòè, ùî Γij = βhΓ11

(
i = 1, 4 ; j = 1, 2;h = 2 (i− 1)+

j), ïðè÷îìó β1 := e, β2 := σ, β3 := β, β4 := βσ, β5 := β2, β6 := β2σ,

β7 = β3, β8 = β3σ. Òîìó Γ âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïî-

ðÿäêó GR2
8 := {β1, β2, β3, β4, β5, β6, β7, β8}. Îñòàííÿ, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ ïðÿìèì
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äîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó GR1
4 :=

{
e, β, β2, β3

}
i äðóãî-

ãî ïîðÿäêó GR1
2 := { e, σ}. Îòæå, ìåæà Γ âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨

âîñüìîãî ïîðÿäêó. Îïåðàòîð Ëàïëàñà iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ãðóïè ðóõiâ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó R2. Êîæíà ãðóïà ñèìåòði¨ êðèâî¨ ó R2 ¹ ïiäãðóïîþ çàäàíî¨

ãðóïè ðóõiâ, òîìó àíàëîãi÷íîþ ãðóïîþ âîëîäi¹ âiäïîâiäíà êðàéîâà çàäà÷à òå-

îði¨ ïîòåíöiàëó i îòðèìàíå åêâiâàëåíòíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ. Îòæå, ìîæíà

ñòâåðäæóâàòè, ùî (3.2.7) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ GR2
8, ùî i òðåáà

áóëî ïîêàçàòè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ ïîâîðîòiâ íà êóò φ = π/2 ìà¹ âèãëÿä:

β =

 cosφ − sinφ

sinφ cosφ

∣∣∣∣∣∣
φ=

π

2

=

 0 −1

1 0

, à σ =

 −1 0

0 1

.
Òîäi β1 =

 1 0

0 1

 , β4 =

 0 −1

−1 0

 , β5 =

 −1 0

0 −1

 ,

β6 =

 1 0

0 −1

 , β7 =

 0 1

−1 0

 , β8 =

 0 1

1 0

 .

Âiäïîâiäíî β−1
1 = β1, β

−1
2 =

 −1 0

0 1

 , β−1
3 =

 0 1

−1 0

 ,

β−1
4 =

 0 −1

−1 0

 , β−1
5 =

 −1 0

0 −1

 , β−1
6 =

 1 0

0 −1

 ,

β−1
7 =

 0 −1

1 0

 , β−1
8 =

 0 1

1 0

 .

Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè òàêèé ôàêò.

Ëåìà 3.2.6 Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.7) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâ-
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íÿíü:

4∑
i=1

2∑
j=1

1∫
0

g′ij(τ)K
[
β−1
h x11(τ); β

−1
h′ x11(τ̄)

]
dτ = f ′kl(τ̄), (3.2.8)

äå τ̄ ∈ [0, 1]; k = 1, 4; l = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ (3.2.8) çäiéñíèìî â (3.2.7) ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó

çãiäíî òàêî¨ ñõåìè:

g′ij (τ) := gij
[
β−1
h x11(τ)

]
(0 ≤ τ ≤ 1; i = 1, 4; j = 1, 2; h = 2(i− 1) + j);

f ′kl(τ̄) := fkl[β
−1
h′ x11(τ̄)](0 ≤ τ̄ ≤ 1; k = 1, 4; l = 1, 2;h′ = 2(k − 1) + l).

Çàïðîâàäæåíà òàêèì ÷èíîì �çàìiíà çìiííèõ� äà¹ ìîæëèâiñòü çâåñòè

(3.2.7) äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè (3.2.8), äå iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ëèøå ïî

êîíãðóåíòíié ñêëàäîâié ìåæi Γ11.

Ëåìó äîâåäåíî.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ñèñòåìó (3.2.8) çðó÷íî ïîäàòè â ôîðìi

òàêîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

(AG)(τ̄) = Ψ(τ̄). (3.2.9)

Òóò A := (Ahh′)8h, h′=1 � ìàòðèöÿ îïåðàòîðiâ, G (τ) := [Gh (τ)]
8
h=1, Ψ(τ̄) :=

= [Ψ′
h (τ̄)]

8
h′=1 � ñòîâï÷èêè-ôóíêöi¨ òàêi, ùî Gh (τ) := g′ij (τ), Ψ′

h (τ̄) :=

= f ′kl (τ̄), à êîæíèé ç îïåðàòîðiâ Ahh′ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

(Ahh′Gh)(τ̄) :=

1∫
0

Gh (τ)K[β−1
h x11(τ); β

−1
h′ x11(τ̄)]dτ = Ψh′(τ̄). (3.2.10)

Âiäîìî [68], ùî õàðàêòåðè ãðóïè GR1
4 ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

χh
(
βk
)
= e2πik(h−1)/n

(
k = 0, 3; h = 1, 4; n = 4

)
, äå k � ñòåïiíü ïåðåòâîðåííÿ β,

h � íîìåð âiäïîâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàáëèöÿ õàðàêòåðiâ

òîäi ìàòèìå âèãëÿä:
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e β β2 β3

χ1 1 1 1 1

χ2 1 i −1 −i

χ3 1 −1 1 −1

χ4 1 i −1 i

Îñêiëüêè äëÿ ãðóïèGR1
2 òàáëèöÿ õàðàêòåðiâ (ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹)

ìà¹ âèãëÿä

 1 1

1 −1

, à äîñëiäæóâàíà ãðóïà ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì GR1
4 i GR

1
2,

òî, çíàéøîâøè ïðÿìèé äîáóòîê âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, îòðè-

ìà¹ìî

F := (Fhl)
8
h, l=1 =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 −i −i −1 −1 i i

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 1 i i −1 −1 −i −i

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −1 −i i −1 1 i −i

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 i −i −1 1 −i i



. (3.2.11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìå (3.2.11) i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ ðîçãëÿ-

äóâàíî¨ ãðóïè âîñüìîãî ïîðÿäêó, ìàòðèöþ îïåðàòîðiâ A ó (3.2.8) ç âðàõóâàí-

íÿì (3.2.10) ìîæíà çâåñòè äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, à ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü (3.2.7) �ðîçùåïèòè� íà âiñiì íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü. Îòæå, íà ïiäñòàâi

ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2.1 Íåõàé (3.2.7) âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ GR2
8. Òîäi
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(3.2.7) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

(
BhḠh

)
(τ̄) = Ψ̄h (τ̄)

(
h = 1, 8; 0 ≤ τ̄ ≤ 1

)
, (3.2.12)

äå

Ḡh (τ) :=
8∑

s=1

FhsGs (τ) (0 ≤ τ ≤ 1) , Ψ̄h (τ̄) :=
8∑

s=1

FhsΨs (τ̄), (3.2.13)

à Bh � åëåìåíòè äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi FAF−1 îïåðàòîðiâ, ÿêi îá÷èñëþ¹ìî

çà ôîðìóëàìè:

B1 := A11 + A21 + A31 + A41 + A51 + A61 + A71 + A81,

B2 := A11 + A21 + iA31 + iA41 − A51 − A61 − iA71 − iA81,

B3 := A11 + A21 − A31 − A41 + A51 + A61 − A71 − A81,

B4 := A11 + A21 − iA31 − iA41 − A51 − A61 + iA71 + iA81,

B5 := A11 − A21 + A31 − A41 + A51 − A61 + A71 − A81,

B6 := A11 − A21 + iA31 − iA41 − A51 + A61 − iA71 + iA81,

B7 := A11 − A21 − A31 + A41 + A51 − A61 − A71 + A81,

B8 := A11 − A21 − iA31 + iA41 − A51 + A61 + iA71 − iA81.

Ðîçâ'ÿçàâøè âiñiì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.12), çíàéäåìî Ḡh (τ). Äàëi, íà

îñíîâi (3.2.12) âèçíà÷èìî Gh (τ) = g′ij (τ), ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè îá÷è-

ñëåííi ïîòåíöiàëó â áóäü-ÿêié òî÷öi P ïëîùèíè x10x2:

V (P ) :=
4∑

i=1

2∑
j=1

1∫
0

(
g′ij (τ)− Cλ′ij (τ)

)
K
[
β−1
h x11 (τ) ; P

]
dτ + C,

äå P ∈̄Γ.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îá÷èñëåííÿ àäèòèâíî¨ ñòàëî¨ C ç óðàõóâàííÿì òåîðå-

ìè 3.1.2 äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî ïðèñêîðèòè îá÷èñëåííÿ ïîòåíöiàëó ïëîñêîãî åëåêò-

ðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ â äîâiëüíié òî÷öi P ∈ R2\Γ.
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3.2.3. Çàóâàæåííÿ ùîäî êëàñó îòðèìàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Äàëi, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, äëÿ ïîáóäîâè òà àíàëiçó íàáëèæåíî¨ ñõåìè

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i â öiëîìó ðîçãëÿíåìî äâà �òèïîâi� iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ â

ïîñëiäîâíîñòi (3.2.12) � ïåðøå òà ÷åòâåðòå.

Ëåìà 3.2.7 Ïåðøå ðiâíÿííÿ â ïîñëiäîâíîñòi (3.2.12) íàëåæèòü äî êëàñó ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ â ÿäði.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîñëiäæóâàíå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ âèäiëåííÿ îñî-

áëèâîñòi ÿäðà â ÿâíîìó âèãëÿäi:

1∫
0

Ḡ1 (τ) [ln |τ − τ̄ |+N (τ, τ̄)]D (τ) dτ = 2
4∑

k=1

fk, (3.2.14)

äå D (τ) :=
1

2π

(
sh2τ + ch2τ

)1/2
, N ( τ , τ̄ ) := lnM ( τ, τ̄ ) + 2π×

×
8∑

l=2

Φ
[
β−1
l x11 (τ) ; β

−1
1 x11 (τ̄)

]
,

ïðè÷îìó

M (τ, τ̄) :=


sh2
(
τ − τ̄

2

)
(
τ − τ̄

2

)2

[
sh2
(
τ + τ̄

2

)]
+ ch2

(
τ + τ̄

2

)
1/2

.

Ëåìó äîâåäåíî.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (3.2.14) ìè âðàõóâàëè òó îáñòàâèíó,

ùî fi
(
i = 1, 4

)
� ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó, òîáòî ïîñòiéíi âåëè÷èíè â

ìåæàõ âiäïîâiäíèõ äóã Γi. Ðîçâ'ÿçóâàíiñòü (3.2.14) äîñëiäæóþòü ó ðiçíèõ ôóí-

êöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, àëå ïðè öüîìó áàæàíî âðàõîâóâàòè îñîáëèâó ïîâå-
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äiíêó øóêàíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ â îêîëi òî÷êè τ = 1. Òàê, íàïðè-

êëàä, Ḡ1 (τ) ìîæíà øóêàòè â ìîäèôiêîâàíîìó ïðîñòîði Ãüîëüäåðà H̃µ [0, 1)

(0 < µ ≤ 1). Ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî òàêîãî ïðîñòîðó òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ìà¹

âèãëÿä Ḡ∗
1 (τ)

/√
1− τ , ïðè÷îìó íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ Ḡ∗

1 (τ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Ãüîëüäåðà ç ïîêàçíèêîì µ.

×åòâåðòå ðiâíÿííÿ â ïîñëiäîâíîñòi (3.2.12), âðàõîâóþ÷è íàÿâíiñòü óÿâíî¨

îäèíèöi â çîáðàæåííi îïåðàòîðà B4, íåîáõiäíî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàêî¨ åêâiâà-

ëåíòíî¨ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü:
(
A

(4)
1 G

(4)
1

)
(τ̄) +

(
A

(4)
2 G

(4)
2

)
(τ̄) = 2 (f1 − f3) ,

−
(
A

(4)
2 G

(4)
1

)
(τ̄) +

(
A

(4)
1 G

(4)
2

)
(τ̄) = 2 (f2 − f4) ,

(0 ≤ τ̄ ≤ 1) (3.2.15)

äå A(4)
1 := A11 + A21 − A51 − A61, A

(4)
2 := A31 + A41 − A71 − A81, G

(4)
1 :=

= G1 (τ) +G2 (τ)−G5 (τ)−G6 (τ), G
(4)
2 := G3 (τ) +G4 (τ)−G7 (τ)−G8 (τ).

Ïåðøå i äðóãå ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi (3.2.15) íàëåæèòü äî êëàñó iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü çi ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ â ÿäði. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî (3.2.15) ìîæíà

�ðîçùåïèòè� â ïîñëiäîâíiñòü äâîõ íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü.

3.2.4. ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Íàðåøòi çîñåðåäèìî óâàãó íà äåÿêèõ àñïåêòàõ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.14). Âðàõîâóþ÷è âiäíîñíî íåâèñîêó ãëàäêiñòü ôóíêöi¨

N (τ, τ̄), çàñòîñó¹ìî ìåòîä êîëîêàöi¨, îáìåæóþ÷èñü êóñêîâî-ïîñòiéíîþ àïðîê-

ñèìàöi¹þ øóêàíî¨ ãóñòèíè Ḡ1 (τ). Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî ïîäië âiäðiçêà iíòåãðó-

âàííÿ íà åëåìåíòè ç êðîêîì h = 1/n, [0, 1] :=
n
∪
j=1

∆j, äå∆j :=
[
τj − h

2 , τj +
h
2

]
,

τj := h
2 (2j − 1). Ó âiäïîâiäíîñòi ç çàïðîâàäæåíèì ïîäiëîì ïîäàìî (3.2.14) ó

âèãëÿäi

n∑
j=1

∫
∆j

Ḡ1 (τ) [ln |τ − τ̄ |+N (τ, τ̄)] D (τ) dτ = 2
4∑

k=1

fk. (3.2.16)
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Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè âèáîði äîñòàòíüî âåëèêîãî n ó ìåæàõ j-ãî åëåìåíòà

Ḡ1 (τ) ≈ Ḡ1 (τj). Äàëi, îáèðàþ÷è â ÿêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ (τ̄ ∈ [0, 1]) ïîñëi-

äîâíî òî÷êè ç äèñêðåòíî¨ ìíîæèíè { τ̄i }ni=1, äå τ̄i := h
2 (2i− 1), îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ Ḡ1 (τj)
(
j = 1, n

)
:

n∑
j=1

Ḡ1 (τj)

∫
∆j

D (τ) [ln |τ − τ̄i|+N (τ, τ̄i)] dτ = 2
4∑

k=1

fk, (3.2.17)

ÿêà àïðîêñèìó¹ (3.2.14). Ó ðàçi íåîáõiäíîñòi âèÿâëåííÿ îñîáëèâîãî õàðàêòåðó

ïîâåäiíêè øóêàíî¨ ôóíêöi¨ Ḡ1 (τ) â îêîëi òî÷êè τ = 1 ¹ ïiäñòàâè àïðîêñèìó-

âàòè îñòàííié äîäàíîê ó ëiâié ÷àñòèíi (3.2.16) òàêèì âèðàçîì:

Ḡ1 (τn)
√
h/2

1∫
1−h

D (τ)√
1− τ

[ln |τ − τ̄ |+N (τ, τ̄)] dτ.

Äëÿ óñóíåííÿ îñîáëèâîñòi, ùî ïðè öüîìó âèíèêà¹ â çíàìåííèêó ïiäiíòåã-

ðàëüíî¨ ôóíêöi¨, äîñòàòíüî âèêîíàòè çàìiíó çìiííèõ:
√
1− τ = v.

Ïåâíó òðóäíiñòü âèêëèêà¹ îá÷èñëåííÿ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi ñè-

ñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (3.2.16), òîáòî iíòåãðàëiâ âèäó:

τi+
h/2∫

τi−h/2

D (τ) ln |τ − τ̄ i| dτ +
∫
∆i

D (τ)N (τ, τ̄i) dτ
(
i = 1, n

)
.

Äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ïåðøîãî äîäàíêó ñêîðèñòà¹ìîñü òàêèì �ïîñ-

ëàáëåííÿì� îñîáëèâîñòi ó ïiäiíòåãðàëüíié ôóíêöi¨:∫
∆i

D (τ) ln |τ − τ i| dτ =

∫
∆i

R (τ, τ̄i) dτ +D (τ̄i)

∫
∆i

ln |τ − τ i| dτ ,

äå R (τ, τ̄i) =

 [D (τ)−D (τ̄i)] ln |τ − τ̄i| , |τ − τ̄i| ̸= 0;

0, |τ − τ̄i| = 0.
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Çàóâàæèìî ïðè öüîìó, ùî
∫
∆i

ln |τ − τ̄i| dτ = h

(
ln
h

2
− 1

)
. Ïðè íàáëè-

æeíîìó ðîçâ'ÿçàííi iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.2.14) âèêîðèñòîâóâàëè àïîñòå-

ðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè, à äîñÿãíåííÿ ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi ðåçóëüòà-

òiâ çàáåçïå÷óâàëè øëÿõîì çãóùåííÿ ñiòêè â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè øóêàíîãî

ðîçâ'ÿçêó [12].

3.3. Àíàëiç, äåìîíñòðàöiÿ òà ïîðiâíÿëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîç-

â'ÿçêiâ ìîäåëüíèõ çàäà÷ ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïî-

ðÿäêó

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi âèùå òåîðåòè÷íi ðåçóëü-

òàòè, âèêîíàíî àíàëiç ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äâîõ ìîäåëüíèõ çàäà÷. Ïðè öüî-

ìó ïåðøà iëþñòðó¹ ìåòîäèêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêî¨ çàäà÷i åëåêòðîñòàòèêè

(3.2.1)−(3.2.2) ïðè ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åííÿõ ïîòåíöiàëó íà åëåêòðîäàõ, çî-

áðàæåíèõ íà ðèñ. 3.14.

Ðèñ. 3.15: Äîñëiäæóâàíà ïëîñêà åëåêòðîííî-îïòè÷íà ñèñòåìà

Äðóãà ñòîñó¹òüñÿ çíàõîäæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñêî¨ åëåêòðîí-
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íî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè, çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 3.15. ßê áà÷èìî, iíôîðìàöiþ ïðî ãåî-

ìåòðiþ çàðÿäæåíèõ åëåêòðîäiâ òóò ïîäàíî ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi êîíãðó-

åíòíèõ ãëàäêèõ íåçàìêíåíèõ äóã L1, L2, L3, L4. Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

gi(x) ≡ Ci, i = 1, 4, � äîâiëüíi âiäîìi âåëè÷èíè.

Âðàõîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî ãðàíèöÿ L =
4
∪
i=1

Li âîëîäi¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ

ñèìåòði¨ âîñüìîãî ïîðÿäêó. Äëÿ ïåðåâiðêè äîñòîâiðíîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòà-

òiâ àäèòèâíà ñòàëà C, ÿêà ôiãóðó¹ â iíòåãðàëüíîìó ïîäàííi ïîëÿ, çíàéäåíà

÷èñåëüíî, òîáòî áåç óðàõóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ òåîðåìè 3.1.2. Íàáëèæåíå ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäîì êîëîêàöi¨ ç àïðîêñèìà-

öi¹þ øóêàíî¨ ãóñòèíè êóñêîâî-ïîñòiéíèìè áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè. Ïðè öüîìó

îòðèìàíi íåâëàñíi iíòåãðàëè îá÷èñëþâàëèñü àíàëiòè÷íî. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ

åêñïåðèìåíòiâ äîäàòêîâî âèñâiòëåíi ïðè àíàëiçi ðîçâ'ÿçêiâ äâîõ ïðèêëàäiâ, ÿêi

ôiãóðóþòü ïiä íîìåðàìè 3 i 4.

3.3.1. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåò-

ðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè

Ó òàáë. 3.1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ òî÷êàõ âiäðiçêà [−2, 2]

ç êðîêîì h = 0, 5 ïðè àíòèñèìåòðè÷íèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åííÿõ: f1 (x) = 1,

f2 (x) = −1, f3 (x) = 1, f4 (x) = −1 i ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó M , ùî

õàðàêòåðèçó¹ ïîäië [−2, 2] íà åëåìåíòè. Çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó çà óìî-

âè ïîäiëó [−2, 2] íà 100 åëåìåíòiâ (M = 100) iëþñòðîâàíî ëiíiÿìè ðiâíÿ (äèâ

ðèñ. 3.16.). C = 0 (ðåçóëüòàò ïiäòâåðäæó¹òüñÿ òåîðåìîþ ïðî àäèòèâíó ñòàëó).

Íàâåäåíèé åêñïåðèìåíò íàçèâà¹ìî ïðèêëàäîì 1.

Ó òàáë. 3.2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ òî÷êàõ ïðîìiæêà [−2, 2]

ç êðîêîì h = 0, 5 ïðè òàêèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åííÿõ: f1(x) = 10, f2(x) = 20,

f3(x) = −100, f4(x) = 1 i ðiçíèõ çíà÷åííÿõ M . Çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó

ïðè M = 100 ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ëiíiÿõ ðiâíÿ (äèâ ðèñ. 3.17). C = −17.25.

Îñòàííié åêñïåðèìåíò ââàæà¹òüñÿ ïðèêëàäîì 2.
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Òàáëèöÿ 3.1

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi äëÿ ïðèêëàäó 1

Êîîðäèíàòè òî÷êè Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó V (x)

(x1, x2) = x M = 10 M = 30 M = 50 M = 75 M = 100

1 (-0.50, -2.00) 0.5067 0.5590 0.5765 0.5798 0.5801

2 (-0.50, -1.50) 0.7393 0.7974 0.8157 0.8189 0.8191

3 (-0.50, -1.00) 0.6967 0.7318 0.7422 0.7434 0.7438

4 (-0.50, -0.50) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

5 (-0.50, 0.00) -0.2236 -0.2412 -0.2466 -0.2469 -0.2470

6 (-0.50, 0.50) -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

7 (-0.50, 1.00) 0.6967 0.7318 0.7422 0.7434 0.7438

8 (-0.50, 1 .50) 0.7393 0.7974 0.8157 0.8189 0.8191

9 (-0.50, 2.00) 0.5067 0.5590 0.5765 0.5798 0.5801

Ðèñ. 3.16: Ëiíi¨ ðiâíÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïðèêëàäó 1
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Òàáëèöÿ 3.2

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi äëÿ ïðèêëàäó 2

Êîîðäèíàòè òî÷êè Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó V (x)

(x1, x2) = x M = 10 M = 30 M = 50 M = 75 M = 100

1 (0.50, -2.00) -66.3840 -71.5473 -73.6754 -73.6788 -73.6792

2 (0.50, -1.50) -80.3798 -85.9270 -87.8676 -87.8708 -87.8710

3 (0.50, -1.00) -79.5545 -83.8284 -84.6181 -84.6204 -84.6207

4 (0.50,-0.50) -37.8503 -39.6271 -40.1711 -40.1728 -40.1732

5 (0.50, 0.00) -11.0440 -10.5548 -10.4051 -10.2022 -10.4020

6 (0.50, 0.50) 3.3503 5.1271 5.8788 5.8820 5.8823

7 (0.50, 1.00) 6.3833 8.7100 9.8493 9.8518 9.8524

8 (0.50, 1.50) 4.8476 7.1660 7.9155 7.9185 7.9187

9 (0.50, 2.00) 3.7618 6.0219 6.8235 6.8264 6.8267

Ðèñ. 3.17: Ëiíi¨ ðiâíÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïðèêëàäó 2
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3.3.3. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ â ïëàíi çíàõîäæåííÿ

àäèòèâíî¨ ñòàëî¨

Ó òàáë. 3.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ òî÷êàõ âiäðiçêó [−5, 5 ]

ç êðîêîì h = 0, 5 ïðè àíòèñèìåòðè÷íèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åííÿõ: g1(x) = g3(x) =

= 1, g2(x) = g4(x) = −1. Êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨ n = 100. Çàãàëüíèé âèãëÿä

ðîçâ'ÿçêó ïðîäåìîíñòðîâàíî ëiíiÿìè ðiâíÿ (äèâ. ðèñ. 3.18).

Òàáëèöÿ 3.3

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi äëÿ ïðèêëàäó 3

x y v

-1.0 2.0 0.945862

0.0 2.0 0.995043

0.5 4.0 0.288362

0.0 1.5 0.561519

1.0 1.0 0.000000

1.5 0.5 -0.506728

-1.5 -0.5 -0.506728

Ðèñ. 3.18: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ äëÿ ïðèêëàäó 3.

Ó òàáë. 3.4 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ òî÷êàõ âiäðiçêó [−5, 5]
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ç êðîêîì h = 0, 5 ïðè òàêèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åííÿõ: g1(x) = 1, g2(x) = 10,

g3(x) = −1000, g4(x) = 100. Êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨ n = 100. Çàãàëüíèé

âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðîäåìîíñòðîâàíî ëiíiÿìè ðiâíÿ (äèâ. ðèñ. 3.19).

Òàáëèöÿ 3.4

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi äëÿ ïðèêëàäó 4

x y v

-1.0 -2.0 -998.868931

0.0 -2.0 -999.884148

-1.0 -2.5 -717.181022

-0.5 -0.5 -333.964404

0.5 1.0 -10.502750

0.0 0.0 -222.250000

0.0 2.0 0.996728

Ðèñ. 3.19: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ äëÿ ïðèêëàäó 4.

Ó òàáë. 3.5 íàâåäåíi îá÷èñëåíi çíà÷åííÿ àäèòèâíî¨ ñòàëî¨ C ïðè ðiçíèõ ãðà-

íè÷íèõ çíà÷åííÿõ ïîòåíöiàëó çà ìåòîäèêîþ, ÿêà ïåðåäáà÷à¹ ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿ-

çàííÿ äâîõ äîïîìiæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîñòîâiðíiñòü îòðèìàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ ïåðåâiðåíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ àäèòèâíî¨ ñòàëî¨

C îòðèìàíî¨ â òåîðåìi 3.1.2.
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Òàáëèöÿ 3.5

Çíà÷åííÿ êîíñòàíòè C, îòðèìàíi íà îñíîâi ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

g1(x) g2(x) g3(x) g4(x) C

1 -1 1 -1 0.00

1 10 -1000 100 -222.25

10 20 10 -20 5.00

5 -100 -10 -1000 -276.25

50 100 500 1000 412.50

Òàáëèöÿ 3.6

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ó òî÷êàõ ïëîùèíè z = 0

x y U (A = 8) ïëîñêå íàáëèæåííÿ

-0.500 -2.000 0.585020 0.580110

-0.500 -1.500 0.821019 0.819194

-0.500 -1.000 0.747684 0.743894

-0.500 -0.500 0.000000 0.000000

-0.500 0.000 -0.252070 -0.247042

0,000 -1,000 0.990136 0.986836

0,000 -0.500 0.252070 0.247042

1.000 -0.500 -0.747684 -0.743894

1.000 0.000 -0.990136 -0.986836

1.000 0.500 -0.747684 -0.743894

2.000 -1.500 -0.191768 -0.195074

Â ðîçäiëi 2 áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ïîëÿ â

öåíòðàëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ êâàäðóïîëüíî¨ ñèñòåìè (äèâ. ðèñ. 2.1), ó

ÿêié ÿâíî ïåðåâàæà¹ äîâæèíà íàä øèðèíîþ ó âiñiì i áiëüøå ðàçiâ, äîöiëüíî

ïåðåéòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ïëîñêî¨ çàäà÷i (3.2.1)�(3.2.2). Ó öüîìó

âèïàäêó ñóòò¹âî çìåíøó¹òüñÿ íå ëèøå ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ

àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, à é âåñü îáñÿã îá÷èñëåíü. Ó òàáë. 3.6 íàâåäåíi çíà÷åí-

íÿ ïîòåíöiàëó â äåêiëüêîõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïðîñòîðîâî¨

çàäà÷i (1.1.1)-(1.1.3) (äèâ. ðèñ. 2.4) i âiäïîâiäíîãî ïëîñêîãî íàáëèæåííÿ (3.2.1)�

(3.2.2) çà óìîâ: f1 = 1, f2 = −1, f3 = 1, f4 = −1, ïðè êiëüêîñòi íåâiäîìèõ
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n = 100.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî äîñòîâiðíiñòü îòðè-

ìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿê ïðîñòîðîâî¨ çàäà÷i, òàê i âiäïîâiäíî¨ ïëîñêî¨.

3.4. Ìîäåëüíà çàäà÷à ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ êîí-

äåíñàòîðà ÿê òèïîâèé ïðèêëàä ïëîñêîãî íàáëèæåííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïëîñ-

êîãî êîíäèíñàòîðà çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 3.20. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äàíà çàäà÷à ¹

äåÿêèì ïëîñêèì íàáëèæåííÿ ïðîñòîðîâî¨ çàäà÷i (1.1.1)-(1.1.3) (äèâ. ðèñ. 2.10)

ðîçãëÿíóòî¨ â ïåâíîìó ïåðåðiçi, íàïðèêëàä, z = 0.

3.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðèñ. 3.20: Ïëîñêà åëåêòðîííî-îïòè÷íà ñèñòåìà

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ v (K) ∈ C2(R2\Γ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-

íÿ Ëàïëàñà

∆v (K) = 0, K ∈ R2\Γ, K = (x, y)T (3.4.1)
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çà óìîâè

v (K) = f (K) , K ∈ Γ, sup
K∈R2

|u(K) | < +∞. (3.4.2)

Íåõàé ìåæà Γ (äèâ. ðèñ. 3.20) çàäà÷i (3.4.1)-(3.4.2) äîïóñêà¹ ïîäië íà êîíã-

ðóåíòíi ñêëàäîâi Γi, i = 1, 4, äå Γ =
4∪

i=1

Γi, Γi

∩
Γj = ∅, i ̸= j. Òîäi ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.4.1)-(3.4.2), âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïî÷àòêîâî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

v (L) =

∫
Γ

Φ(K,L) τ(K) dΓK + C, Γ =
4∪

i=1

Γi, L = (x1, y1)
T . (3.4.3)

Òóò Φ(K,L) = − 1

2π
ln

1

|K − L |
� ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà â R2 [9], ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó fi(K) ≡ Ci, òîáòî ñòàëi âåëè-

÷èíè. Òîäi, çãiäíî òåîðåìè ïðî àäèòèâíó ñòàëó, C =

(
4∑

i=1

Ci

)/
4. Çíàéäåíà

ïðè öüîìó êîíñòàíòà C çàáåçïå÷ó¹ îáìåæåíiñòü øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó (3.4.1)-

(3.4.2) íà íåñêií÷åííîñòi ïðè |L| → ∞. Ïðè öüîìó τ(K) � ñóêóïíà ãóñòèíà

ðîçïîäiëó çàðÿäiâ óçäîâæ Γ (τ(K) := {τi(K), K ∈ Γi; i = 1, 4
})
, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ∫
Γ

Φ(K,L)τ(K) dΓK = C̄i, L ∈ Γi, i = 1, 4, (3.4.4)

äå C̄i ≡ Ci − C.

3.4.2. Âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ó ïîäàííi âõiäíî¨ iíôîð-

ìàöi¨

Ìåæà Γ âîëîäi¹ ÷åòâåðòîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ Êëåéíà c2σ = { e, c2, σ1, σ2},

äå e � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ, c2 � ïîâîðîò íà êóò π, à σ1, σ2 � äçåðêàëüíå

âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî îñåé ox i oy, âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Γi = βiΓ1,

i = 1, 4, ïðè÷îìó β1 = e, β2 = σ2, β3 = σ1, β4 = c2.

Ìàòðèöÿ ïîâîðîòiâ íà êóò φ = π ìà¹ âèãëÿä [11]:
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β4 =

 cosφ − sinφ

sinφ cosφ

∣∣∣∣∣∣
φ=π

=

 −1 0

0 1

 .

Î÷åâèäíî, ùî

β1 =

 1 0

0 1

 , β2 =

 −1 0

0 1

 , β3 =

 1 0

0 −1

 .

Âiäïîâiäíî β−1
1 = β1, β−1

2 = β2, β−1
3 = β3, β−1

4 = β4. Çâiäñè àíàëîãi÷íîþ

ãðóïîþ ñèìåòði¨ âîëîäi¹ ãðàíè÷íà çàäà÷à (3.4.1)-(3.4.2) i âiäïîâiäíå ¨é iíòåã-

ðàëüíå ðiâíÿííÿ [21, 22]

4∑
i=1

∫
Γi

Φ(K,L) τi(K) dΓK = C̄i(L), L ∈ Γi, i = 1, 4. (3.4.5)

Âèêîðèñòàâøè ïîíÿòòÿ çãîðòêè i ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íà ñêií÷åííié ãðóïi

[21, 68], ìîæíà çâåñòè iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ïî äèñêðåòíié çìiííié äî äiàãî-

íàëüíîãî âèãëÿäó. Ïðè öüîìó ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìà¹ âèãëÿä

F =


1 1 1 1

1 −1 −1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

 .

Öå, â ñâîþ ÷åðãó, âiäïîâiäà¹ ïåðåòâîðåííþ ïî÷àòêîâîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (3.4.5), çàäàíîãî íà âñié ïîâåðõíi Γ, äî ÷îòèðüîõ íåçàëåæíèõ iíòåã-

ðàëüíèõ ðiâíÿíü, çàäàíèõ íà îäíié iç êîíãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ, íàïðèêëàä, Γ1.

Îñòàíí¹ äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ÷èñëîâî¨ íåñòiéêîñòi âíàñëiäîê çìåíøåííÿ ïîðÿä-

êó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi. Öå ïîÿñíþ¹-

òüñÿ òèì, ùî çàìiñòü ìàòðèöü ðîçìiðó N ·M ×N ·M îòðèìó¹ìî N ìàòðèöü
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ðîçìiðó M ×M , äå M � ÷èñëî âóçëiâ íà îäíié ç êîíãðóåíòíèõ ÷àñòèí ìåæi,

N � ïîðÿäîê ñèìåòði¨ çàäà÷i.

3.4.3. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Â ìåòîþ ïiäòâåðäæåííÿ åôåêòèâíîñòi çàïðîïîíîâàíî¨ ìåòîäèêè ðîçãëÿíå-

ìî çàäà÷ó ðîçðàõóíêó ïàðàìåòðiâ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨

ñèñòåìè, çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 3.20. Âèáåðåìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó àí-

òèñèìåòðè÷íèìè: f1 = f2 = 1, f3 = f4 = −1. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî íàáëèæåíå

ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäîì êîëîêàöi¨ ç àïðî-

êñèìàöi¹þ øóêàíî¨ ãóñòèíè êóñêîâî-ïîñòiéíèìè áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè. Ïðè

öüîìó îòðèìàíi íåâëàñíi iíòåãðàëè îá÷èñëþâàëèñÿ àíàëiòè÷íî, à iíòåãðóâàííÿ

çäiéñíþâàëîñÿ ëèøå ïî Γ1. Äîñÿãíåííÿ ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ çàáåç-

ïå÷óâàëè øëÿõîì çãóùåííÿ ñiòêè â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè ν = 1. Ðåçóëüòàòè

îòðèìàíèõ îá÷èñëåíü ïîäàíi íà ðèñ. 3.21 ó âèãëÿäi ëiíié ðiâíîãî ïîòåíöiàëó.

Ðèñ. 3.21: Ðîçïîäië ëiíié ðiâíÿ ïëîñêî¨ çàäà÷i.

Ó òàáë. 3.5 íàâåäåíi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ

ïëîùèíè z = 0 çà óìîâ òðàêòóâàííÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ïëîñêî¨ çàäà÷i (3.4.1)-

(3.4.2) ÿê ïðîñòîðîâî¨ ïðè ïåðåâàæàííi äîâæèíè ïëàñòèíè(a) íàä øèðèíîþ(b)

ó 8 ðàçiâ, ïðè÷îìó âiäñòàíü ìiæ ïëàñòèíàìè îáèðàëè ðiâíîþ 1.
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Òàáëèöÿ 3.5

Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ

x y v u(a/b = 8)

2.000 2.000 0.26781000 0.26363402

1.000 0.500 0.93293100 0.94066169

1.000 0.250 0.38746600 0.40475033

0.500 0.500 0.99257100 1.00203440

0.500 0.250 0.49114900 0.49589698

0.000 0.500 0.99098600 1.00000000

0.000 0.250 0.49620500 0.49967008

0.000 0.000 0.00000000 0.00000000

Òàáëèöÿ 3.6

Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ

x y v u(a/b = 16)

-1.00 -0.75 -79.3729 -79.3731

-1.00 -0.25 -66.4594 -66.4593

-1.00 0.00 -46.3910 -46.3909

-1.00 0.25 -27.0004 -27.0001

-1.00 0.75 -10.4082 -10.4086

-0.75 -0.50 -99.9930 -99.9925

1.00 0.75 -10.4082 -10.4086

2.00 -1.00 -48.9307 -48.9304

Ó òàáë. 3.6 íàâåäåíi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â äåÿêèõ êîíòðîëüíèõ òî÷êàõ

ïëîùèíè z = 0 ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðîçãëÿäóâàíî¨ ïëîñêî¨ çàäà÷i (3.4.1)-(3.4.2) i

âiäïîâiäíî¨ ïðîñòîðîâî¨ ïðè ïåðåâàæàííi äîâæèíè ïëàñòèíè(a) íàä øèðèíîþ-

(b) ó 16 ðàçiâ, ïðè÷îìó ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ¹ òàêèìè: f1 = f2 = 1,
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f3 = f4 = −100, âiäñòàíü ìiæ ïëàñòèíàìè äîðiâíþ¹ 2. Äëÿ äîñÿãíåííÿ ñïiâ-

ðîçìiðíî¨ ç ïðîñòîðîâèì âèïàäêîì òî÷íîñòi íåîáõiäíî âèáðàòè 20 òî÷îê êî-

ëîêàöi¨. Íàÿâíiñòü ñèìåòði¨ â ãåîìåòði¨ ãðàíè÷íèõ êîíòóðiâ äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿ-

çóâàòè ÷îòèðè íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿ ç iíòåãðóâàííÿì ëèøå ïî

Γ1 òà îòðèìàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ ïîðÿäêó

5× 5. Îñòàíí¹ äîçâîëÿ¹ ïðîâîäèòè ïàðàëåëüíi îá÷èñëåííÿ i â áiëüø ñêëàäíèõ

ñèòóàöiÿõ.

3.5. Ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

ïëîñêî¨ åëåêòðîñòàòèêè, ÿêi ìàþòü àáåëåâi ãðóïè ñèìåòðié ñêií÷åí-

íèõ ïîðÿäêiâ

Ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ çàäà÷ ïëîñêî¨ åëåêòðîñòàòèêè ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòðié ñêií÷åí-

íèõ ïîðÿäêiâ. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòìiâ ìîæíà ó ïàðàëåëüíîìó

ðåæèìi âèêîðèñòîâóâàòè äåêiëüêà êîìï'þòåðiâ àáî çâåðíóòèñü äî òàê çâàíî¨

áàãàòîïîòîêîâîñòi. Ïåðøèé ñïîñiá äîïîìàãà¹, îáèðàþ÷è ðiçíó êiëüêiñòü ïðîöå-

ñîðiâ, äîñÿãàòè àáî ìàêñèìàëüíî¨ åôåêòèâíîñòi ¨õ çàâàíòàæåííÿ, àáî æ çáiëü-

øóâàòè øâèäêiñòü îá÷èñëåíü. Äðóãèé ñïîñiá äà¹ çìîãó âèêîðèñòàòè ñó÷àñíi

àðõiòåêòóðè áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ. Íà ¨õíié ïiäñòàâi, çàñòîñîâóþ÷è ïîïó-

ëÿðíèé ñüîãîäíi ïðîãðàìíèé çàñiá OpenMP [102], åêñïåðèìåíòàëüíî âèÿâèòè

óñi ïåðåâàãè ðîçãëÿäóâàíîãî àëãîðèòìó ðîçïàðàëåëåííÿ.

3.5.1. Âèêîðèñòàííÿ ïàðàëåëüíèõ êîìï'þòåðiâ

Âiäîìî, ùî îäíèì iç ñïîñîáiâ ðåàëiçàöi¨ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòìiâ ¹ âèêîðè-

ñòàííÿ áàãàòîïðîöåñîðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñiâ. Ñõåìà íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, â çàãàëüíèõ ðèñàõ, ïîëÿãà¹ â

ïåðøó ÷åðãó ó ôîðìóâàííi ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü,

ùî àïðîêñèìó¹ âiäïîâiäíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, i ïîäàëüøîìó ðîçâ'ÿçó-
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âàííi îòðèìàíî¨ ñèñòåìè. Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ìåòîäîì Ãàóññà. Çà òàêèõ óìîâ,

âèêîðèñòîâóþ÷è N ïðîöåñîðiâ (p = N), ðîçâ'ÿçîê N àëãåáðè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi

àïðîêñèìóþòü N íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîäîì Ãàóññà ìîæíà

îòðèìàòè çà Tp = M 3 ÷àñîâèõ òàêòiâ, äå M � êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨ íà

êîíòóði iíòåãðóâàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî â öüîìó ðàçi êîåôiöi¹íò ïðèñêîðåííÿ

Rp = N , à êîåôiöi¹íò åôåêòèâíîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ Ep = 1. Îòæå, âèêîðèñòî-

âóþ÷è N ïðîöåñîðiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ N íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü,

ìè äîñÿãà¹ìî ìàêñèìàëüíî¨ åôåêòèâíîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ.

Äëÿ ïðèñêîðåííÿ ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ N ðiâíÿíü, âðàõîâóþ÷è ñïåöèôi-

êó ìåòîäó êîëîêàöi¨, ìîæíà çáiëüøèòè êiëüêiñòü ïðîöåñîðiâ äî p = NM 2. Òîäi

Tp = 3M � êiëüêiñòü ÷àñîâèõ òàêòiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ N àëãåáðè-

÷íèõ ñèñòåì, ÿêi àïðîêñèìóþòü N iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, íà NM 2 ïðîöåñîðàõ

ìåòîäîì Ãàóñà. Äàëi, ëåãêî áà÷èòè, ùî

Rp =
NM 3

3M
=
NM 2

3
, à Ep =

NM 2

3NM 2
=

1

3
.

Îòæå, çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü ïðîöåñîðiâ, ìè ïðèñêîðþ¹ìî ïðîöåñ ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ N íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó öüîìó ðàçi çìåíøó¹òüñÿ êîåôi-

öi¹íò çàâàíòàæåííÿ. Îòîæ, äëÿ íàéøâèäøîãî îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó â öiëîìó,

íåçàëåæíî âiä åôåêòèâíîñòi âèêîðèñòàííÿ ïðîöåñîðiâ Ep òà ¨õíüî¨ êiëüêîñòi p,

òðåáà ìàêñèìiçóâàòè êîåôiöi¹íò ïðèñêîðåííÿ Rp.

3.5.2. Ïàðàëåëüíi îá÷èñëåííÿ íà áàãàòîÿäåðíèõ ïåðñîíàëüíèõ êîì-

ï'þòåðàõ

Ñüîãîäíi äëÿ áiëüøîñòi ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ õàðàêòåðíà íàÿâíiñòü

áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ. Íàéïîïóëÿðíiøèé çàñiá ïàðàëåëüíîãî ïðîãðàìóâà-

ííÿ íà áàãàòîÿäåðíèõ êîìï'þòåðàõ iç çàãàëüíîþ ïàì'ÿòòþ � ïðîãðàìíèé çàñiá

OpenMP . Çà éîãî äîïîìîãîþ ìîæíà ðîçïàðàëåëèòè âèêîíàííÿ ïðîãðàìè òàê,

ùî çà íàÿâíîñòi äåêiëüêîõ ÿäåð âîíà áóäå ðåàëiçîâàíà îêðåìèìè ïîòîêàìè.
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Ó öüîìó âèïàäêó íå ïîòðiáíî îïèñóâàòè îáìií iíôîðìàöi¹þ.

Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó, òîáòî ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi êðàéîâî¨

çàäà÷i òåîði¨ ïîòåíöiàëó ç àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ N -ãî ïîðÿäêó, îòðèìàíî

N íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ çìåíøåííÿ âèòðàò êîìï'þòåðíîãî

÷àñó äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîãðàìè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ öèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü øëÿõîì îäíî÷àñíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ¨õ íà

íåçàëåæíèõ ïîòîêàõ.

Äëÿ ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòiâ ðîçãëÿíóòî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ åëåêòðî-

ñòàòè÷íèõ ïîëiâ ïëîñêèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì (ÅÎÑ), çîáðàæåíèõ íà

ðèñ. 3.22 � 3.23. Âîíè âiäîáðàæàþòü êëàñè çàäà÷ ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòðié

äðóãîãî, ÷åòâåðòîãî, âîñüìîãî òà øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêiâ.
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Ðèñ. 3.22: ÅÎÑ iç ñèìåòðiÿìè äðóãîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ.

×èñåëüíi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi íà êîìï'þòåðàõ ðiçíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ç ði-

çíîþ êiëüêiñòþ ÿäåð. Êiëüêiñòü ðiâíÿíü äâà âiäïîâiäà¹ ïåðøié ÅÎÑ íà ðèñ.3.22,

÷îòèðè � äðóãié ÅÎÑ íà ðèñ. 3.22, âiñiì � ïåðøié ÅÎÑ íà ðèñ. 3.23, øiñòíàä-

öÿòü � äðóãié ÅÎÑ íà ðèñ. 3.23. ×àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîäàíî â ìiêðîñåêóíäàõ.

M� êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðò OpenMP , ïðîãðà-

ìóâàííÿ ðåàëiçîâàíî íà ìîâi Ñ++. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâîäèìî äàëi.
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Ðèñ. 3.23: ÅÎÑ iç ñèìåòðiÿìè âîñüìîãî òà øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêiâ.

Òàáëèöÿ 3.7

×àñ âèêîíàííÿ íà îäíîÿäåðíîìó ïðîöåñîði

M Ê-ñòü Ê-ñòü . ×àñ M Ê-ñòü Ê-ñòü ×àñ

ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ

2 1 341 2 1 2283

2 330 2 2283

1 671 1 4557

4 2 671 4 2 4546

4 661 4 4536

1 1332 1 9103

250 8 2 1322 500 2 9093

4 1322 8 4 9083

8 1332 8 9063

1 2664 1 18216

2 2663 2 18226

16 4 2654 16 4 18256

8 2664 8 18687

16 2674 16 18467

1. Ïðîãðàìè âèêîíóþòüñÿ íà êîìï'þòåði ç îäíîÿäåðíèì ïðîöåñîðîì. Êîí-

ôiãóðàöiÿ ñèñòåìè: ADM Athlon(tm)XP 1700+ ç 1.00 GB îïåðàòèâíî¨ ïàì'ÿòi

òà òàêòîâîþ ÷àñòîòîþ ïðîöåñîðà 1.46 GHz.
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Ðåçóëüòàòè ïåðøîãî åêñïåðèìåíòó çàñâiä÷óþòü, ùî íà êîìï'þòåði ç îäíî-

ÿäåðíèì ïðîöåñîðîì ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çà ïðîãðàìîþ ç çàñòîñóâàííÿì

OpenMP íåñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ÷àñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ áåç éîãî âèêîðèñòà-

ííÿ, îñêiëüêè òóò ïðîãðàìíî âiäòâîðþþòüñÿ äâà, ÷îòèðè, âiñiì, øiñòíàäöÿòü

ïîòîêiâ, òîäi ÿê ôiçè÷íî êîìï'þòåð ìà¹ îäíå ÿäðî (òàáë. 3.7).

2. Ïðîãðàìè âèêîíóþòüñÿ íà êîìï'þòåði ç äâîÿäåðíèì ïðîöåñîðîì. Êîíôi-

ãóðàöiÿ ñèñòåìè: Intel Core 2 Duo ç 2.00 GB îïåðàòèâíî¨ ïàì'ÿòi òà òàêòîâîþ

÷àñòîòîþ ïðîöåñîðà 3.00 GHz.

Ðåçóëüòàòè äðóãîãî åêñïåðèìåíòó ïåðåêîíóþòü, ùî ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷i çà ïàðàëåëüíîþ ïðîãðàìîþ íà êîìï'þòåði ç äâîÿäåðíèì ïðîöåñîðîì ïðè-

áëèçíî âäâi÷i çìåíøó¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ç ÷àñîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà çâè÷àéíîþ ïðî-

ãðàìîþ. ×àñîâà îöiíêà ó âèïàäêó çáiãàííÿ êiëüêîñòi ïîòîêiâ i êiëüêîñòi ÿäåð

ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ÷àñîâî¨ îöiíêè, ÿêó îòðèìóþòü, çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü

ïîòîêiâ çà óìîâ íåçìiííî¨ êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçóâàíèõ ðiâíÿíü. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ

òèì, ùî ôiçè÷íî ïðîöåñîð çàëèøà¹òüñÿ äâîÿäåðíèì.

3. Ïðîãðàìè âèêîíóþòüñÿ íà êîìï'þòåði ç ÷îòèðèÿäåðíèì ïðîöåñîðîì.

Êîíôiãóðàöiÿ ñèñòåìè: Intel Core i5 ç 4.00 GB îïåðàòèâíî¨ ïàì'ÿòi òà òàêòîâîþ

÷àñòîòîþ ïðîöåñîðà 3.2 GHz.

Çà ðåçóëüòàòàìè òðåòüîãî åêñïåðèìåíòó ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çà ïàðà-

ëåëüíîþ ïðîãðàìîþ íà êîìï'þòåði ç ÷îòèðèÿäåðíèì ïðîöåñîðîì ïðèáëèçíî

â ÷îòèðè ðàçè çìåíøó¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ç ÷àñîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà çâè÷àéíîþ

ïðîãðàìîþ. Î÷åâèäíî, ùî çi çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi ÿäåð öi ïîêàçíèêè áóäóòü

ïîëiïøóâàòèñü. Îòæå, âèêîðèñòàííÿ áàãàòîÿäåðíîñòi ïåðñîíàëüíîãî êîìï'þòå-

ðà äîöiëüíå äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ âåëèêèõ ðîçìiðíîñòåé, ùîá åôåêòèâíiøå

çàòðà÷àòè êîìï'þòåðíèé ÷àñ íà ¨õí¹ âèêîíàííÿ.
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Òàáëèöÿ 3.8

×àñ âèêîíàííÿ íà äâîÿäåðíîìó ïðîöåñîði

M Ê-ñòü Ê-ñòü . ×àñ M Ê-ñòü Ê-ñòü ×àñ

ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ

2 1 94 2 1 407

2 47 2 203

1 187 1 797

4 2 94 4 2 406

4 94 4 422

1 375 1 1625

250 8 2 188 500 2 844

4 187 8 4 844

8 188 8 828

1 718 1 3266

2 375 2 1672

16 4 375 16 4 1719

8 390 8 1668

16 375 16 1672

Òàáëèöÿ 3.9

×àñ âèêîíàííÿ íà ÷îòèðèÿäåðíîìó ïðîöåñîði

M Ê-ñòü Ê-ñòü . ×àñ M Ê-ñòü Ê-ñòü ×àñ

ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ ðiâíÿíü ïîòîêiâ âèêîí., ìñ

2 1 47 2 1 249

2 31 2 141

1 94 1 483

4 2 62 4 2 250

4 23 4 122

1 202 1 983

250 8 2 141 500 2 546

4 54 8 4 248

8 54 8 242

1 421 1 1966

2 219 2 1045

16 4 105 16 4 500

8 106 8 500

16 105 16 503
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà îïèñó¹ òàê çâàíå ïëîñêå

åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå. Ïðè öüîìó ñóòò¹âî âðàõîâàíî ñïåöèôiêó âiäïîâiäíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i. Îñíîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà ïèòàííi åêâiâàëåíòíîñòi öi¹¨

çàäà÷i ïåâíîìó IÐ òà çàäà÷i âèáîðó àäèòèâíî¨ ñòàëî¨, ÿêà ïðèñóòíÿ â iíòåãðàëü-

íîìó çîáðàæåííi ïëîñêîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïðè éîãî ìàòåìàòè÷íîìó

ìîäåëþâàííi. Ïîêàçàíî, ùî öþ êîíñòàíòó ëåãêî îá÷èñëèòè çà íàÿâíîñòi êîí-

ãðóåíòíèõ ñêëàäîâèõ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi. Òàêîæ çäiéñíåíî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ ïëîñêèõ ìîäåëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìå-

òði¨ âîñüìîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îñòàííi ¹ äåÿêèìè

ïëîñêèìè íàáëèæåííÿìè ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî

ïîëÿ êâàäðóïîëüíî¨ ëiíçè òà ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà. Ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi

ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïëîñêî¨ åëåêòðîñòà-

òèêè ç àáåëåâèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ. Â ðåçóëüòàòi çìåí-

øåíî ÷àñ îá÷èñëåíü: íà 50% äëÿ ñèñòåì ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè åëåêòðîäiâ,

ÿêi âîëîäiþòü àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi

äâîÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ; íà 75% � ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi ÷î-

òèðèÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ, íà 94% � øiñòíàäöÿòîãî ïîðÿäêó ïðè âèêîðèñòàííi

øiñòíàäöÿòèÿäåðíèõ ïðîöåñîðiâ.
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ÐÎÇÄIË 4

ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÌÅÒÎÄÓ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖI�

ÎÁËÀÑÒÅÉ ÏÐÈ ×ÈÑÅËÜÍÎÌÓ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍI

ÎÄÍI�� ÌÎÄÅËÜÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÅËÅÊÒÐÎÑÒÀÒÈÊÈ Ç

ÀÁÅËÅÂÎÞ ÃÐÓÏÎÞ ÑÈÌÅÒÐI� ÄÐÓÃÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÓ

Âiäîìî, ùî íà åòàïi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà àíàëiçó äåÿêèõ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì ïîñòà¹ ïðîáëåìà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîñèòü ñêëà-

äíèõ çîâíiøíiõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ

çàäà÷ ó iíòåãðàëüíîìó âèãëÿäi äà¹ çìîãó çìåíøèòè ðîçìiðíiñòü çàäà÷ íà îäè-

íèöþ. Ïðîòå ãåîìåòðè÷íà ñêëàäíiñòü ìåæi âèìàãà¹ ñóòò¹âîãî âäîñêîíàëåííÿ

òà îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäèêè, ùî áàçó¹òüñÿ íà ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi âiäïî-

âiäíèõ îäíîâèìiðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ äîñêîíàëèõ

àëãîðèòìiâ ïðè öüîìó ïðîïîíó¹òüñÿ ïî¹äíàòè àïàðàò ôóíêöié Ãðiíà ç ìåòî-

äîì äåêîìïîçèöi¨ ñêëàäíèõ îáëàñòåé, à òàêîæ ìàêñèìàëüíî ñêîðèñòàòèñÿ íàÿâ-

íîþ ñèìåòði¹þ â ðîçòàøóâàííi îêðåìèõ äiëÿíîê ìåæi. Îñòàíí¹ îáóìîâëþ¹òüñÿ

òèì, ùî, ÿê ïðàâèëî, ïðè ìîäåëþâàííi ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ çàäà÷ åëåêòðîííî¨

îïòèêè îòðèìàíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ íàëåæàòü äî ïðîáëåì iç àáåëåâîþ ãðó-

ïîþ ñèìåòði¨ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåéòè äî iíòåãðóâàííÿ

ëèøå ïî êîíãðóåíòíèì ñêëàäîâèì, ùî ñóòò¹âî çìåíøó¹ îá'¹ì îá÷èñëåíü, à òà-

êîæ äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ÷èñëîâî¨ íåñòiéêîñòi âíàñëiäîê ïîìiòíîãî çìåíøåííÿ

ïîðÿäêó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi.

Iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà G (x, y) äëÿ �êàíîíi÷íî¨� îáëàñòi äîçâîëÿ¹, íàï-

ðèêëàä, ïîáóäóâàòè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà ôðàãìåíòi γ ìåæi Γ çà äî-

ïîìîãîþ òàêîãî àíàëîãó ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V (x) = ∫
γ
G (x, y) τ (y) dsy, x ∈ R2\γ.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó [12, 40, 47, 51].

4.1. Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ìîäåëüíó çàäà÷ó ïëîñêî¨ åëåêòðîñòàòèêè. Íà ðèñ. 4.24

ïðåäñòàâëåíà îäíà iç ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié åëåêòðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè, â

ÿêié ïîòðiáíî çíàéòè ðîçïîäië ïîòåíöiàëó. Ïîäàìî iíôîðìàöiþ ïðî òàêó ñèñòå-

ìó òà ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó çàäà÷ó. Íà ïëîùèíi Ox1x2 ðîçãëÿ-

íåìî îáëàñòü D1 ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ïiâñìóãè ç ãðàíèöåþ Γ1. Â D1 íàÿâíå

êîëî Γ2. ×åðåç D2 ïîçíà÷èìî îáëàñòü, ùî çíàõîäèòüñÿ ççîâíi êîëà. Ïðèïóñòè-

ìî òàêîæ, ùî â D := D1∩D2 ðîçìiùåíi äâà ðîçiìêíåíi êîíòóðè Γ3,5 := Γ3

∪
Γ5

i Γ4,6 := Γ4

∪
Γ6 òàê, ùî Γ4,6 ¹ äçåðêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì Γ3,5 âiäíîñíî îñi

x2 = π/2.

Ðèñ. 4.24: Äîñëiäæóâàíà ïëîñêà åëåêòðîííî-îïòè÷íà ñèñòåìà.

Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ U (x) ∈ C2 (D\ (Γ3,5 ∪ Γ4,6)), ÿêà çàäîâîëü-

íÿ¹:

äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆U (x) = 0, x ∈ D\ (Γ3, 5 ∪ Γ4, 6) , x = (x1, x2)
T ;
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êðàéîâi óìîâè

U (x) = f1 (x) , x ∈ Γ1; U (x) = f2 (x) , x ∈ Γ2;

U (x) = f3, 5 (x) , x ∈ Γ3, 5; U (x) = f4, 6 (x) , x ∈ Γ4, 6,

äå f1, f2, f3, 5, f4,6 � âiäîìi ôóíêöi¨, ÿêi âèðàæàþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåí-

öiàëó íà âiäïîâiäíèõ äiëÿíêàõ ìåæi Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, 5 ∪ Γ4, 6;

óìîâó îáìåæåíîñòi íà íåñêií÷åííîñòi

sup
x∈R2

|U (x)| < +∞.

Äëÿ ïîáóäîâè òà àíàëiçó ðîçâ'ÿçêó ïîñòàâëåíî¨ ïðîáëåìè ðîçãëÿíåìî äâi

íåçàëåæíi çàäà÷i.

4.2. Ïåðøà äîïîìiæíà çàäà÷à

Íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê V (x) ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆V (x) = 0, x ∈ D1\ (Γ3, 5 ∪ Γ4, 6) ,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (äèâ. ðèñ. 4.25):

Ðèñ. 4.25: Áàãàòîçâ'ÿçíà ìåæà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

V (x) = f1 (x) , x ∈ Γ1; V (x) = f3, 5 (x) , x ∈ Γ3, 5;
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V (x) = f4, 6 (x) , x ∈ Γ4, 6; sup
x∈R2

|V (x)| < +∞.

Øóêàíó ôóíêöiþ ïîäàìî ó âèãëÿäi V (x) = V1 (x) + V2 (x), äå V1 (x) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè:

∆V1 (x) = 0, x ∈ D1; V1 (x) = f1 (x) , x ∈ Γ1; sup
x∈R2

|V1 (x)| < +∞, (4.4.1)

à V2 (x), ó ñâîþ ÷åðãó, ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i:

∆V2 (x) = 0, x ∈ D1\ (Γ3,5 ∪ Γ4,6) ;

V2(x) = f3,5(x)− V1(x), x ∈ Γ3,5; V2(x) = f4,6(x)− V1(x), x ∈ Γ4,6; (4.4.2)

V2 (x) = 0, x ∈ Γ1,; sup
x∈R2

|V2 (x)| < +∞.

Îñêiëüêè â îáëàñòi D1 äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà G (x, z),

x = (x1, x2)
T , z = (z1, z2)

T , òî V1 (x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi [5, 73]:

V1 (x) = −
∫
Γ1

∂G (x, z)

∂nz
f1 (z) dΓz. (4.4.3)

Çàóâàæèìî ïðè öüîìó, ùî f1 (z) ïîâèííà íàëåæàòè äî êëàñó ôóíêöié, ÿêèé

çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ iíòåãðàëó â (4.4.3). Íàïðèêëàä, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåí-

öiàëó íà Γ1 ìîæíà çìîäåëþâàòè òàê:

f1|{z1=0;0≤ z2 ≤π} = 1, f1|{z2=0∨ z2=π; 0≤z1≤zmax} = e−αz1,

äå α > 0, zmax → ∞ (ðåàëüíî zmax � äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî), òîáòî ó âèãëÿäi

øâèäêî ñïàäíî¨ íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöi¨.

Ç óðàõóâàííÿì êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ìåæi Γ1,à òàêîæ ó ðàçi âèêîíàííÿ

ïðîöåäóðè äèôåðåíöiþâàííÿ çà íîðìàëëþ äî Γ1, îòðèìà¹ìî:

V1 (x) =

π∫
0

∂G

∂z1

∣∣∣∣
z1=0

dz2 +

∞∫
0

e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z2=0

dz1 −
∞∫
0

e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z2=π

dz1 =

= I1 + I2 + I3 . (4.4.4)
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Âiäîìî [2], ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ïiâñìóãè òîâùèíè π ìà¹ âèãëÿä

G (x, z) =
1

4π
ln

{
[ch (x1 + z1)− cos (x2 − z2)] [ch (x1 − z1)− cos (x2 + z2)]

[ch (x1 + z1)− cos (x2 + z2)] [ch (x1 − z1)− cos (x2 − z2)]

}
.

Âiäïîâiäíi ïîõiäíi ôóíêöi¨ G(x, z) çà íîðìàëëþ ìîæíà îá÷èñëèòè çà òàêè-

ìè ôîðìóëàìè:

−∂G
∂z1

∣∣∣∣
z1=0

=
shx1 sinx2 sin z2

π [chx1 − cos (x2 − z2)] [chx1 − cos (x2 + z2)]
,

−∂G
∂z2

∣∣∣∣
z
2
=0

=
shx1 sinx2sh z1

π [ch (x1 + z1)− cosx2] [ch (x1 − z1)− cosx2]
,

−∂G
∂z2

∣∣∣∣
z
2
=π

=
shx1 sinx2sh z1

π [ch (x1 + z1) + cos x2] [ch (x1 − z1) + cos x2]
,

äå shx = 1
2 (e

x − e−x), chx = 1
2 (e

x + e−x).

Ó ôîðìóëi (4.4.4): I1 =

π∫
0

∂G

∂z1

∣∣∣∣
z1=0

dz2 � âëàñíèé iíòåãðàë (çà óìîâè x ̸=

z), ÿêèé ìîæíà íàáëèæåíî îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ áóäü-ÿêî¨ êâàäðàòóðíî¨

ôîðìóëè [77];

I2 =

∞∫
0

e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z
2
=0

dz1 òà I3 =

∞∫
0

e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z
2
=π

dz1 çà óìîâè x ̸= z �

iíòåãðàëè ç íåñêií÷åííèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ (íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî

ðîäó).

Çà îçíà÷åííÿì,

I2 =

∞∫
0

g1 (z1) dz1 = lim
A→∞

A∫
0

g1 (z1) dz1, g1 (z1) = e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z2=0

;

I3 =

∞∫
0

g2 (z1) dz1 = lim
A→∞

A∫
0

g2 (z1) dz1, g2(z1) = e−αz1
∂G

∂z2

∣∣∣∣
z2=π

.

Öi iíòåãðàëè ìîæíà íàáëèæåíî îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ �ïðàâèëà òðàïåöié�

äëÿ íåñêií÷åííèõ âiäðiçêiâ [27]:
∞∫
0

f (x) dx ≈ h
N=∞∑
k=0

f (kh) .
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Íà ïðàêòèöi íåîáõiäíî âèáèðàòè íå ëèøå êðîê h, à é ñêií÷åííó ãðàíèöþ

ñóìóâàííÿ N . Îäíà iç ìîæëèâèõ ñòðàòåãié ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi ïîñëiäîâíîñòi

íàáëèæåíü ïðè çìåíøåííi h i çáiëüøåííi N , êîëè äîáóòîê Nh2 çàëèøà¹òüñÿ

ïðèáëèçíî ñòàëèì.

Óñå ñêàçàíå âèùå ñòîñîâíî çàäà÷i (4.4.1) ïðîiëþñòðîâàíî â òàáë. 4.1.

Äàëi, ôóíêöiþ V2 (x) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi:

V2 (x) =

∫
Γ3, 5∪Γ4, 6

µ (z)G (x, z) dΓz. (4.4.5)

Òàêå ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.4.2) ìîæíà ââàæàòè ïåâíèì àíàëîãîì ïîòåí-

öiàëó ïðîñòîãî øàðó, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ψ (x, y) =

− 1

2π
ln

1

|x− y|
. Íà âiäìiíó âiä îñòàííüîãî, ó (4.4.5) âiäñóòíÿ àäèòèâíà ñòà-

ëà C, îñêiëüêè, ÿê ëåãêî ïîêàçàòè, G (x, z) → 0 ïðè |x| → ∞ çà áóäü-ÿêîãî

z ∈ Γ3, 5∪Γ4, 6, ùî çàáåçïå÷ó¹ îáìåæåíiñòü øóêàíîãî íà ïiäñòàâi (4.4.5) ðîçâ'ÿç-

êó íà íåñêií÷åííîñòi.

Àíàëîã ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó V2 (x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çîâíiøíüî¨ çàäà÷i

Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (4.4.2), ÿêùî éîãî ãóñòèíà µ (z) âèçíà÷à¹òüñÿ ç

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó∫
Γ3, 5∪Γ4, 6

µ (z)G (x, z) dΓz = F (x) , x ∈ Γ3, 5 ∨ Γ4, 6, (4.4.6)

äå F (x) =

 F3, 5 (x) = f3, 5 (x)− V1 (x) , x ∈ Γ3, 5;

F4, 6 (x) = f4, 6 (x)− V1 (x) , x ∈ Γ4, 6,

à µ (z) òðàêòó¹ìî ÿê íåâiäîìó ñóêóïíó ãóñòèíó ðîçïîäiëó çàðÿäiâ íà Γ3, 5∪

Γ4, 6:
µ (z) = {µ3, 5 (z) , z ∈ Γ3, 5; µ4, 6 (z) , z ∈ Γ4, 6} .

I ùå îäíå çàóâàæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ âèáîðó ôóíêöi¨ f1 (x). Ç òî÷êè çîðó åëå-

êòðîñòàòèêè, f1 (x) ¹ ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ïîòåíöiàëó íà Γ1, ÿêå îáèðàþòü

êîíñòàíòîþ.
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Òàáëèöÿ 4.1

Ðåçóëüòàòè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (4.4.1)

Ïî÷àòêîâi äàíi

ε n
Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

V ⋆

f1|{x1=0; 0≤x2≤π} f1|{x2=0∨x2=π; 0≤x1≤∞}

0.00001 1000 1 1 1

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi

(x1, x2) = x V1 (x)

1 (5.0, 1.5) 0.99568

2 (8.0, 0.1) 0.99975

3 (5.0, 3.0) 0.99986

4 (1.0, 1.0) 0.99994

5 (0.1, 1.0) 0.99999

6 (1.0, 2.0) 0.99998

7 (0.1, 2.0) 1.00000

Ïî÷àòêîâi äàíi

ε n
Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

f1|{x1=0;0≤x2 ≤π} f1|{x2=0∨x2=π; 0≤x1≤∞}

0.00001 1000 1 e−x1

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi

(x1, x2) = x V1 (x) f1 (x)

1 (0.05, 2.000) 0.99767 1.0000

2 (0.04, 2.000) 0.99869 1.0000

3 (0.02, 2.000) 0.99998 1.0000

4 (4.00, 0.050) 0.01909 0.0183

5 (4.00, 0.045) 0.01830 0.0183

6 (3.00, 3.100) 0.05062 0.0498

7 (3.00, 3.103) 0.04979 0.0498

8 (4.00, 3.040) 0.02110 0.0183

9 (4.00, 3.070) 0.01804 0.0183
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Öå íå ñóïåðå÷èòü òåìi äîñëiäæåíü, îñêiëüêè iíòåãðàëè â (4.4.3) ïî íåîáìå-

æåíié êðèâié Γ1 çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè âåëè÷èíàìè, ÿêùî òî÷êà ñïîñòå-

ðåæåííÿ x ôiêñó¹òüñÿ áiëÿ êðèâèõ Γ2, Γ3, 5 i Γ4, 6, òîáòî ñàìà íå ïðÿìó¹ äî

áåçìåæíî âiääàëåíî¨.

4.3. Ïàðàìåòðèçàöiÿ äîñëiäæóâàíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ (4.4.6) ïðîâåäåìî ñïî÷àòêó éîãî ïàðàìåò-

ðèçàöiþ, äåìîíñòðóþ÷è ïðè öüîìó âñi ïîñëiäîâíi êðîêè íåîáõiäíèõ ïåðåòâî-

ðåíü. Î÷åâèäíî, ùî (4.4.6) ìîæíà ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi:∫
Γ3,5

µ3,5 (z)G (x, z) dΓz +

∫
Γ4,6

µ4,6 (z)G (x, z) dΓz = F (x) , x ∈ Γ3,5 ∨ Γ4,6,

äå∫
Γk,l

µk,l (z)G (x, z) dΓz =

∫
Γk

µk (z)G (x, z) dΓz +

∫
Γl

µl (z)G (x, z) dΓz, (4.4.1)

(k, l) = (3, 5) ∨ (4, 6)

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî µ3, 5 (z) = {µ3 (z) , z ∈ Γ3; µ5 (z) , z ∈ Γ5}, òîáòî ââà-

æà¹òüñÿ ñóêóïíîþ ãóñòèíîþ çàðÿäiâ, ðîçïîäiëåíèõ íà Γ3 i Γ5. Àíàëîãi÷íèì

÷èíîì òðàêòó¹ìî i µ4, 6 (z).

Òåïåð çðó÷íî çäiéñíþâàòè ïàðàìåòðèçàöiþ iíòåãðàëiâ ó (4.4.1).

Ïîäàìî êðèâi Γk, l = Γk ∪ Γl (äèâ. ðèñ. 4.24, ðèñ. 4.26 çà äîïîìîãîþ òàêèõ

ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü:

Γk =

{
z
(k)
2 (τ) =

1

2

[
π + (−1)k+1h

]
, 0 < h < π; z

(k)
1 (τ) = τ, a ≤ τ ≤ b

}
(k = 3, 4) ,

Γl =

{
z
(l)
i (τ) = z

(l)
i +

z
K(l)
i − z

(l)
i

T (l)
τ, 0 ≤ τ ≤ T (l); i = 1, 2

}
(l = 5, 6) .
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Ðèñ. 4.26: Çîáðàæåííÿ ïðÿìî¨ Γ5 íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oz1z2

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè öüîìó äëÿ âñiõ Γi (i = 3, 4, 5, 6) dΓz = 1 · dτ . Òîäi

iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.4.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

b∫
a

µ3 (τ)G3 (x; τ) dτ +

b∫
a

µ4 (τ)G4 (x; τ) dτ +

T∫
0

µ5 (τ)G5 (x; τ) dτ+

+

T∫
0

µ6 (τ)G6 (x; τ) dτ = F (x) , x ∈ Γ3, 5 ∨ Γ4, 6, (4.4.2)

äå T = T (5) = T (6), Gk (x; τ) = G
(
x; z

(k)
1 (τ), z

(k)
2 (τ)

)
(k = 3, 4, 5, 6), ïðè÷îìó

äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié µi (τ) (i = 3, 4, 5, 6) çáåðåæåíi ïîçíà÷åííÿ ç (4.4.1).

Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹, äâi ôóíêöi¨ µ3 (τ) (a ≤ τ ≤ b), µ5 (τ) (0 ≤ τ ≤ T )

(âiäïîâiäíî µ4 (τ), µ6 (τ)) ìîæíà ââàæàòè îäíi¹þ ñóêóïíîþ ãóñòèíîþ ðîçïî-

äiëó çàðÿäiâ íà êîíòóði Γ3, 5 (Γ4, 6), íà ÿêîìó çàäàíî îäíó ãðàíè÷íó óìîâó

F3, 5 (x) (F4, 6 (x)). Òîìó (4.4.2) òðàêòó¹ìî ÿê ñèñòåìó äâîõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè: {µ3, µ5} i {µ4, µ6}. Äàëi, ç'ÿñó¹ìî òèï

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âõîäÿòü ó (4.4.2). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïó-

ñòèìî, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ x ∈ Γ5, òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå çíà÷åííÿ ïàðàìå-
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òðà τ , 0 < τ < T , ùî xi = z
(5)
i (τ) (i = 1, 2). Äàíå ïðèïóùåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü

ïîäàòè ïåðøå ðiâíÿííÿ â (4.4.2) ó âèãëÿäi

b∫
a

µ3 (τ) G3 (x; τ) dτ +

b∫
a

µ4 (τ) G4 (x; τ) dτ +

T∫
0

µ5 (τ)

[
1

2π
ln

1

|τ − τ |
+

+G∗
5 (τ ; τ)] dτ +

T∫
0

µ6 (τ)G6 (x; τ) dτ = F
(
z
(5)
1 (τ) , z

(5)
2 (τ)

)
, (4.4.3)

äå 0 < τ < T ,

G∗
5(τ, τ) =

1

4π
ln


[
H

(5)
1 (τ, τ)− cos(d

(5)
2 (τ − τ))

] [
ch
(
d
(5)
1 (τ − τ)

)
− S

(5)
2 (τ, τ)

]
× |τ − τ |2[

H
(5)
1 (τ, τ)− S

(5)
2 (τ, τ)

] [
ch
(
d
(5)
1 (τ − τ)

)
− cos

(
d
(5)
2 (τ − τ)

)]
 ,

ïðè÷îìó H
(5)
1 (τ, τ) = ch

(
2z

(5)
1 + d

(5)
1 (τ + τ)

)
, S(5)

2 (τ, τ) = cos
(
2z

(5)
2 + d

(5)
2 (τ + τ)

)
, à

d
(5)
i =

(
z
(5)
i − z

(5)
i

)/
T (i = 1, 2).

Ïðè iíøèõ ïðèïóùåííÿõ ùîäî ïîëîæåííÿ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ îäåðæèìî

àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿ.

Îòæå, (4.4.3) íàëåæèòü äî êëàñó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ðîäó çi

ñëàáêèìè îñîáëèâîñòÿìè â ÿäðàõ, ùî ìîæíà ñêàçàòè i ïðî ðåøòè ðiâíÿíü

ñèñòåìè (4.4.2). Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.4.3) ìîæíà áóäóâàòè â ðiçíèõ ôóíê-

öiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, îäíàê, ïðè öüîìó ñëiä âðàõîâóâàòè ñïåöèôiêó îïè-

ñóâàíîãî ôiçè÷íîãî ÿâèùà. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðîçâ'ÿçêè (4.4.3) ó òàê çâà-

íèõ ìîäèôiêîâàíèõ ïðîñòîðàõ Ãüîëüäåðà. Ôóíêöiÿ µ (τ) (0 ≤ τ ≤ T ) íàëåæèòü

äî òàêîãî ïðîñòîðó, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi µ (τ) = µ∗ (τ)/R (τ),

äå µ∗ (τ) ∈ Hα [0, T ] (0 < α ≤ 1) � ïðîñòîðó Ãüîëüäåðà ç ïîêàçíèêîì α, à

R (τ) =
√
τ (T − τ).

Îñêiëüêè ñèñòåìà (4.4.2) íàëåæèòü äî çàäà÷ iç àáåëåâîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨

äðóãîãî ïîðÿäêó [21, 22], òî ìîæëèâèé ïåðåõiä äî äâîõ íåçàëåæíèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü ëèøå ïî êîíãðóåíòíié ñêëàäîâié Γ3, 5∪Γ4, 6, òîáòî Γ3, 5. Çàçíà÷èìî,
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ùî çãàäàíà ãðóïà ìiñòèòü äâà åëåìåíòè: òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ òà ïåðåòâîðåí-

íÿ äçåðêàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî ïðÿìî¨ x2 = π/2 (äèâ. ðèñ. 4.20). Äàëi,

ó äðóãîìó äîäàíêó ëiâî¨ ÷àñòèíè (4.4.2) ôàêòè÷íî ïåðåéäåìî âiä iíòåãðóâàííÿ

ïî Γ4 äî iíòåãðóâàííÿ ïî Γ3, à ó ÷åòâåðòîìó � âiä Γ6 äî Γ5. Â ðåçóëüòàòi ñèñòåìà

(4.4.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

b∫
a

µ3 (τ) G3 (x; τ) dτ +

b∫
a

µ4 (τ) G
′
4 (x; τ) dτ +

T∫
0

µ5 (τ)G5 (x; τ) dτ+

+

T∫
0

µ6 (τ)G
′
6 (x; τ) dτ = F (x) , x ∈ Γ3, 5 ∪ Γ4, 6, (4.4.4)

äå

G′
4 (x; τ) = G

(
x; z

(3)
1 (τ) , z

(3)
2 (τ)− h

)
,

G′
6 (x; τ) = G

(
x; z

(5)
1 (τ) ,−z(5)2 (τ) + 2z

(5)
2 (τ)− h

)
.

Äëÿ îòðèìàííÿ ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðåéäåìî

äî íîâîãî áàçèñó:

µ̄3 (τ) = µ3 (τ) + µ4 (τ) , µ̄5 (τ) = µ5 (τ) + µ6 (τ) ,

µ̄4 (τ) = µ3 (τ)− µ4 (τ) , µ̄6 (τ) = µ5 (τ)− µ6 (τ) ;

F ′
3,5 (τ) =

 F
(
z
(3)
1 (τ) , z

(3)
2 (τ)

)
, a < τ < b ;

F
(
z
(5)
1 (τ) , z

(5)
2 (τ)

)
, 0 < τ < T ;

F ′
4,6 (τ) =

 F
(
z
(3)
1 (τ) , z

(3)
2 (τ)− h

)
, a < τ < b ;

F
(
z
(5)
1 (τ) , −z(5)2 (τ) + 2z

(5)
2 − h

)
, 0 < τ < T ;

F̄ (τ) = F ′
3,5 (τ) + F ′

4,6 (τ) ; F (τ) = F ′
3,5 (τ)− F ′

4,6 (τ) .

Òåïåð çàñòîñó¹ìî äî ñèñòåìè (4.4.4), ÿêó ìè òðàêòó¹ìî îïåðàòîðíèì ðiâíÿ-

ííÿì iç çàäàíîþ ìàòðèöåþ îïåðàòîðiâ, ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ [11, 21]. Ìàòðèöÿ
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öüîãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä:

F =


1 1 0 0

1 − 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 − 1

 .

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî äâà íåçàëåæíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿ iç ëîãà-

ðèôìi÷íèìè îñîáëèâîñòÿìè â ÿäðàõ

b∫
a

µ3 (τ) [G3 (x; τ) +G′
4 (x; τ)] dτ +

T∫
0

µ5 (τ) [G5 (x; τ) +G′
6 (x; τ)] dτ = F (τ) ,

(4.4.5)

(a < τ < b) ∨ (0 < τ < T ) , x ∈ Γ3, 5,

b∫
a

µ4 (τ) [G3 (x; τ)−G′
4 (x; τ)] dτ +

T∫
0

µ6 (τ) [G5 (x; τ)−G′
6 (x; τ)] dτ = F (τ) ,

(4.4.6)

(a < τ < b) ∨ (0 < τ < T ) , x ∈ Γ4, 6.

Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ (4.4.5) i (4.4.6) ðîçâ'ÿçó¹ìî îäíèì iç âiäîìèõ ÷èñåëü-

íèõ ìåòîäiâ, à ñàìå, ìåòîäîì êîëîêàöi¨. Âiä îñîáëèâîñòåé ó øóêàíèõ ðîçâ'ÿçêàõ

ïîçáàâëÿ¹ìîñü øëÿõîì çàïðîâàäæåííÿ ñïåöiàëüíèõ çàìií çìiííèõ. Ó ïðîöåñi

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ (4.4.5) i (4.4.6) ëîãàðèôìi÷íi îñîáëèâîñòi ïîñëàáëÿ-

¹ìî ìåòîäîì Êàíòîðîâè÷à [26], à îäåðæàíi ïðè öüîìó íåâëàñíi iíòåãðàëè îá-

÷èñëþ¹ìî àíàëiòè÷íî.

4.4. Äðóãà äîïîìiæíà çàäà÷à

Íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê W (x) ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà
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Ðèñ. 4.27: Äðóãà çîâíiøíÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à

∆W (x) = 0, x = (x1, x2)
T ∈ D2, W (x) ∈ C2 (D2) ∩ C

(
D̄2

)
,

ÿêèé ðåãóëÿðíèé íà íåñêií÷åííîñòi i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó W (x)|Γ2
= f2 (x) (äèâ.

ðèñ. 4.27).

Âiäîìî [73], ùî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëó

Ïóàññîíà

W (x1, x2) =


1

2π

π∫
−π

f2 (t)
r2 −R2

r2 − 2rR cos

(
t− arccos

x1 − x01
r

)
+R2

dt, r > R;

f2 (t) , r = R, −π ≤ t ≤ π,

r2 =
(
x1 − x01

)2
+
(
x2 − x02

)2
.

4.5. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì îäíî-

ãî iç âàðiàíòiâ ìåòîäó Øâàðöà

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i ñêîðèñòà¹ìîñü îäíèì iç âà-

ðiàíòiâ ìåòîäó Øâàðöà [72, 82, 94, 101]. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îáëàñòü

D ìà¹ çîâíiøíþ ìåæó S1 i âíóòðiøíi S2, S3, . . . , Sn. Ïðè öüîìó äëÿ îáëàñòi
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D1 ç ìåæåþ S1 ìè ìàòèìåìî âíóòðiøíþ çàäà÷ó Äiðiõëå, à äëÿ îáëàñòåé Dk

(k = 2, 3, . . . , n) � çîâíiøíi.

Îòæå, â íàøîìó âèïàäêó, çãiäíî çàãàëüíî¨ ñõåìè, ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ãàð-

ìîíi÷íó ôóíêöiþ V0 (x) â îáëàñòiD1\ (Γ3, 5 ∪ Γ4, 6) i ãàðìîíi÷íó ôóíêöiþW0 (x)

â îáëàñòi D2, ùî çîäîâîëüíÿþòü òàêi êðàéîâi óìîâè:

V0|Γ1
= f1, V0|Γ3, 5

= f3, 5, V0|Γ4, 6
= f4, 6, W0|Γ2

= f2.

Äàëi, âèçíà÷èìî ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ V1 (x) iW1 (x) â îáëàñòi D1\(Γ3,5∪Γ4,6)

i D2, âiäïîâiäíî, ç òàêèìè êðàéîâèìè óìîâàìè:

V1|Γ1
= −W0|Γ1

, V1|Γ3, 5
= −W0|Γ3, 5

, V1|Γ4, 6
= −W0|Γ4, 6

, W1|Γ2
= − V1|Γ2

.

Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó, íà m-ìó êðîöi îäåðæèìî ôóíêöi¨ Vm (x) i

Wm (x):

Vm|Γ1
= −Wm−1|Γ1

, Vm|Γ3, 5
= −Wm−1|Γ3, 5

, Vm|Γ4, 6
= −Wm−1|Γ4, 6

,

Wm|Γ2
= − Vm−1|Γ2

.

Ôóíêöi¨
p∑

m=0

Vm (x),
p∑

m=0

Wm (x) ãàðìîíi÷íi â D1\ (Γ3 ∪ Γ4) i D2, âiäïîâiäíî,

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

p∑
m=0

Vm (x)

∣∣∣∣∣
Γ1

= f1 −
p−1∑
m=0

Wm (x)

∣∣∣∣∣
Γ1

;

p∑
m=0

Vm (x)

∣∣∣∣∣
Γ3, 5

= f3 −
p−1∑
m=0

Wm (x)

∣∣∣∣∣
Γ3, 5

;

p∑
m=0

Vm (x)

∣∣∣∣∣
Γ4, 6

= f4 −
p−1∑
m=0

Wm (x)

∣∣∣∣∣
Γ4, 6

;

p∑
m=0

Vm (x)

∣∣∣∣∣
Γ2

= f2 −
p−1∑
m=0

Wm (x)

∣∣∣∣∣
Γ2

.

Âiäíiìàþ÷è âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí îñòàííiõ ÷îòèðüîõ ðiâíîñòåé
p−1∑
m=0

Vm (x),
p−1∑
m=0

Wm (x) (ó ÷åòâåðòié), îäåðæèìî

p−1∑
m=0

(Vm (x) +Wm (x)) = f1 (x)− Vp (x) íà Γ1,
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p−1∑
m=0

(Vm (x) +Wm (x)) = f3, 5 (x)− Vp (x) íà Γ3, 5,

p−1∑
m=0

(Vm (x) +Wm (x)) = f4, 6 (x)− Vp (x) íà Γ4, 6,

p−1∑
m=0

(Vm (x) +Wm (x)) = f2 (x)−Wp (x) íà Γ2.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè p → ∞ ôóíêöi¨ Vp (x) i Wp (x) ðiâíîìiðíî íà

âiäïîâiäíèõ êîíòóðàõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Îòæå, ¹ ïiäñòàâè ñïîäiâàòèñü, ùî

ñóìà
∞∑

m=0

(Vm (x) +Wm (x)) äà¹ ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

Òàêîæ ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi [26]:

|V (x)− V m (x)| ≤ Nϑm−1
1 ϑm−1

2 ,

|W (x)−Wm (x)| ≤ Nϑm1 ϑ
m−1
2 ,

äå ϑ1 < 1, ϑ2 < 1, à N � äîäàòíÿ êîíñòàíòà.

Äâi îñòàííi íåðiâíîñòi ñïðàâåäëèâi ó êîæíié ñêií÷åííié òî÷öi îáëàñòi

D\ (Γ3,5 ∪ Γ4,6) ïîáëèçó êîíòóðiâ Γ2, Γ3, 5, Γ4, 6, äå äîñëiäæóâàíå åëåêòðîñòà-

òè÷íå ïîëå íàéáiëüøå âèÿâëÿ¹ ñâîþ íåîäíîðiäíiñòü. Âîíè òàêîæ ïîêàçóþòü,

ùî âiäõèëåííÿ m-òèõ íàáëèæåíü Vm òà Wm âiä ôóíêöié V i W çáiãàþòüñÿ íå

ïîâiëüíiøå íiæ ÷ëåíè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç çíàìåííèêîì q = ϑ1ϑ2.

4.6. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Ó òàáë. 4.2-4.3 âiäîáðàæåíî ðåçóëüòàòè òåñòóâàííÿ ìåòîäèêè òà ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ ïëîñêî¨ çàäà÷i åëåêòðîñòàòèêè, à çàãàëüíèé âèãëÿä âiäïîâiäíî¨ åëåêò-

ðîííî-îïòè÷íî¨ ñèñòåìè ïîäàíî íà ðèñ. 4.20. Ïðè êîíêðåòíié ðåàëiçàöi¨ çíà-

÷åííÿ ïàðàìåòðiâ çàäà¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì: (x01, x
0
2) = (2, 1.55), R = 0.25,

(4, 2.07)−(7, 2.07), (7, 2.07)−(9, 2.64), (4, 1.07)−(7, 1.07), (7, 1.07)−(9, 0.5)�

êîîðäèíàòè ïî÷àòêó-êiíöÿ êðèâèõ Γ3, Γ5, Γ4, Γ6, âiäïîâiäíî. Òóò òàêîæ ε �
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òî÷íiñòü îá÷èñëåíü, n � êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨, U ∗(x) � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê,

U (x) � çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó, f(x) � ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó, p � êiëüêiñòü

ðîçâ'ÿçàíèõ ïàð çàäà÷, ∗ � ïîëå áëèçüêå äî îäíîðiäíîãî.

Òàáëèöÿ 4.2

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðåìåíòiâ

Ïî÷àòêîâi äàíi äëÿ òåñòóâàííÿ

ε n
Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

U∗(x)
f1|{x1=0; 0≤x2 ≤π} f1|{x2=0∨x2=π; 0≤x1≤∞} f2(x) f3, 5(x) f4, 6(x)

0.00001 1000 5 5 5 5 5 5

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi

(x1, x2) = x U (x) f(x) p

1 (3.5, 0.10) 4.9964 5.0000 9

2 (0.1, 2.00) 4.9972 5.0000 2

3 (5.0, 3.10) 4.9878 5.0000 9

4 (2.0, 1.20) 4.9764 5.0000 3

5 (1.7, 1.55) 4.9979 5.0000 4

6 (6.0, 1.00) 4.9843 5.0000 9

7 (8.0, 0.70) 4.9645 5.0000 6

8 (5.0, 2.09) 4.9939 5.0000 7
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Òàáëèöÿ 4.3

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðåìåíòiâ

Ïî÷àòêîâi äàíi äëÿ òåñòóâàííÿ

ε n
Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

f1|{x1=0; 0≤x2 ≤π} f1|{x2=0∨x2=π; 0≤x1≤∞} f2(x) f3, 5(x) f4, 6(x)

0.00001 1000 1 1 -5 100 10

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îäíié òî÷öi

(x1, x2) = x U (x) f(x) p

1 (2.00, 0.10) 0.91990 1.0000 22

2 (2.00, 0.05) 0.98990 1.0000 22

3 (0.10, 1.00) 0.89310 1.0000 20

4 (0.05, 1.00) 0.92560 1.0000 19

5 (3.00, 3.00) 0.86330 1.0000 22

6 (3.00, 3.10) 0.91360 1.0000 20

7 (5.00, 1.05) 9.96050 10.000 29

8 (5.00, 1.06) 9.96870 10.000 29

9 (8.00, 2.35) 99.7686 100.00 29

10 (8.00, 2.39) 99.8235 100.00 29

11 (2.28, 1.55) -4.98360 -5.0000 33

12 (2.26, 1.55) -5.00300 -5.0000 33

13 (30.0, 1.50) 1.43866 * 28

14 (60.0, 1.50) 1.03828 * 35

15 (100, 1.50) 1.00047 * 39
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíi¹¨ ïëîñêî¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i åëå-

êòðîñòàòèêè ïðîàíàëiçîâàíî ñèñòåìó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ, â îñíîâi ÿêî¨

ëåæèòü ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äåêîìïîçèöiÿ ñêëàäíèõ îáëàñòåé, àïàðàò

ôóíêöié Ãðiíà òà âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìåæi. Ïðîâåäåíå

äîñëiäæåííÿ iëþñòðó¹ çàãàëüíèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíî¨ çàäà÷i ìà-

òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿêèé äîçâîëèâ ìàêñèìàëüíî âèêîðèñòàòè âñi îñîáëèâîñòi

äîñëiäæóâàíî¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî àêòóàëüíó íàóêîâî-ïðàêòè÷íó çàäà÷ó ìîäåëþâàííÿ

ïðîöåñó ÷èñåëüíîãî ðîçðàõóíêó åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ äåÿêèõ êëàñiâ ñó÷àñ-

íèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì iç íàÿâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñèìåòði¹þ.

Ó ðîáîòi îäåðæàíi òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè.

1. Óäîñêîíàëåíî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ òà ðîçðîáëå-

íî ñèñòåìó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó öèõ ïîëiâ äëÿ êëàñiâ

åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì çà íàÿâíîñòi ñèìåòði¨ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi,

â îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó ïî¹äíàííi ç àïàðà-

òîì òåîði¨ ãðóï. Íà âiäìiíó âiä iñíóþ÷èõ ïiäõîäiâ âäàëîñü ïðè òié æå

òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ñóòò¹âî çíèçèòè ïîðÿäêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi

àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi.

2. Ðîçøèðåíî êëàñè åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì, ùî äîïóñêàþòü ÷èñåëüíå

ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îêðiì öüîãî, åôåêòèâíiøå âèêîðèñòàíî îïåðàòèâíó ïàì'ÿòü êîìï'þòå-

ðà øëÿõîì çìåíøåííÿ ¨¨ îáñÿãó ó êâàäðàò ïîðÿäêó ãðóïè, ÿêîþ âîëîäi¹

âiäïîâiäíà ìîäåëüíà çàäà÷à, à òàêîæ ñòâîðåíî ïåðåäóìîâè äî ðîçïàðà-

ëåëåííÿ ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ â öiëîìó.

3. Äîñëiäæåíî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü òàê çâàíå ïëîñêå åëåêò-

ðîñòàòè÷íå ïîëå, i âïåðøå çíàéäåíî àíàëiòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ àäèòèâíî¨

ñòàëî¨, ïðèñóòíüî¨ â çîáðàæåííi ðîçâ'ÿçêó, ùî äàëî ìîæëèâiñòü ñóòò¹âî

ñïðîñòèòè àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ

çàäà÷.

4. Ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ ïðîöåäóð ðîçðàõóíêiâ ïàðàìåò-

ðiâ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ êëàñiâ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì i äëÿ
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ïiäòâåðäæåííÿ åôåêòèâíîñòi ðîçïàðàëåëåííÿ çàçíà÷åíî¨ ïðîöåäóðè ïðî-

âåäåíî ðÿä ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç âèêîðèñòàííÿì ïðîãðàìíîãî çàñî-

áó OpenMP.

5. Ðîçðîáëåíî àïîñòåðiîðíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ïîõèáêè, ÿêèé äîïîìàãà¹

íàäiéíî êîíòðîëþâàòè íåðåãóëÿðíiñòü ãóñòèíè ðîçïîäiëó çàðÿäiâ â îêîëi

êóòîâî¨ òî÷êè ñêëàäîâî¨ ïîâåðõíi, âiäìîâëÿþ÷èñü âiä àíàëiòè÷íîãî âðà-

õóâàííÿ ¨¨ ïîâåäiíêè.

6. Óäîñêîíàëåíî ìåòîä ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ åëåêòðîñòàòè÷-

íèõ ïîëiâ ïëîñêèõ åëåêòðîííî-îïòè÷íèõ ñèñòåì, âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò

ôóíêöié Ãðiíà, îäèí iç ìåòîäiâ äåêîìïîçèöi¨ îáëàñòåé òà íàÿâíó ãåîìåò-

ðè÷íó ñèìåòðiþ.

Âèñíîâêè, îäåðæàíi â ðîáîòi, ïiäòâåðäæåíi ó äîñëiäæåííÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ

iç àíàëiçîì òà ìîäåëþâàííÿì åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ êîñìi÷íèõ

îá'¹êòiâ â äiàïàçîíi ðàäiîõâèëü, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ ó âiääiëi ìåòîäiâ òà ñèñòåì

äèñòàíöiéíîãî çîíäóâàííÿ ÔÌI ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Íîâi íàóêîâi ðîçðîáêè âïðîâàäæåíi â íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ Íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà".

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó ïåðøîìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó,

êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíòó Îñòóäiíó Á.À. çà íàóêîâi êîí-

ñóëüòàöi¨ òà ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè.
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